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Vorwort

Die Analysis ist jenes Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Funktionen und deren Ste-
tigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit beschiftigt. Die Grundlagen der Analysis
wurden durch Gottfried Wilhelm Leibniz und Isaac Newton im 17. Jahrhundert gelegt, die
unabhingig voneinander die Infinitesimalrechnung entwickelten (Abbildung 1).

Die Analysis bezog im Laufe ihrer historischen Entwicklung viele ihrer Fragestel-
lungen und Impulse aus den Natur- und Ingenieurwissenschaften und ist dort bis heute
von zentraler Bedeutung. Die praktischen Anwendungen sind unzéhlig und vielfiltig und
reichen von der Berechnung der Planetenbahnen um die Sonne und der Elektronenorbitale
um den Atomkern iiber elektrische Schaltkreise und Halbleiter bis hin zur mathemati-
schen Beschreibung von computergraphischen Verfahren und kiinstlichen neuronalen
Netzwerken.

Das vorliegende Skriptum entstand weitestgehend im Laufe der ersten Abhaltung der
Vorlesung “Analysis fiir Informatik” im Wintersemester 2024/25. Es werden weiterhin
kontinuierlich Verbesserungen eingearbeitet.

Johannes Kofler

Institut fiir Integrierte Schaltungen und Quantum Computing
Johannes Kepler Universitit Linz, Osterreich
Wintersemester 2025/26



Abbildung 1: Gottfried Wilhelm Leibniz (1646—1716) und Isaac Newton (1643-1727). Bildquelle:
Wikipedia.



1.1

1. Grundiagen

Alles ist Zahl.
Pythagoras von Samos (570-510 v.u.Z.)

Logik

Aussagenlogik

Die Aussagenlogik beschiftigt sich mit Aussagen und deren Verkniipfungen. In der klassi-
schen Aussagenlogik gilt das Prinzip der Zweiwertigkeit, und es wird jeder Aussage ein
Wabhrheitswert der Boolschen Algebra (“wahr” bzw. 1 oder “falsch” bzw. 0) zugeordnet.

Aus atomaren, dh. nicht zusammengesetzten, Aussagen P und Q kann man durch
Junktoren zusammengesetzte Aussagen bilden.

e Negation: —P (“Nicht P.”)

e Implikation: P — Q (“Wenn P, dann Q.”, “P ist hinreichend fiir Q.”, “Q ist notwendig

fiir P.”)
e Bikonditional oder Aquivalenz: P <+ Q (“Q genau dann, wenn P.”, P ist notwendig
und hinreichend fiir Q.”)

e Konjunktion: P A Q (“Sowohl P als auch Q.”)

e Disjunktion: PV Q (“Entweder P oder Q oder beide.”)

In der klassischen Logik gilt ferner das Prinzip der Extensionalitdt: Aus den Wahrheits-
werten von Teilaussagen lédsst sich der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage
eindeutig bestimmen. Beispielsweise ist die Aussage P A Q A R genau dann wahr, wenn
alle drei Teilaussagen P, Q, R wahr sind.

Weitere Junktoren lassen sich durch Kombination der obigen Junktoren bilden. Bei-
spielsweise kann das Exklusiv-Oder V aus Negation, Konjunktion und Disjunktion wie
folgt gebaut werden: PV Q ist dquivalent zu (=P A Q) V (P A—Q).

Innerhalb der klassischen Logik ist folgender Satz herleitbar:!

'Der Satz vom ausgeschlossenen Dritten gilt auch in manchen (aber nicht allen) Mehrwertlogiken, in
denen es mehr als zwei Wahrheitswerte gibt. Betrachten wir eine Dreiwert-Logik mit den Wahrheitswerten 0
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Satz vom ausgeschlossenen Dritten (tertium non datur): Fiir jede zuldssige mathemati-

sche Aussage ist entweder die Aussage selbst oder ihr Gegenteil wahr.

Das heif3t, fiir jede Aussage P ist PV —P eine wahre Aussage. Es gibt neben P und —P
keine dritte Moglichkeit.

Aus dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten folgt mithilfe von Schlussregeln und dem
Gesetz der doppelten Negation (——P = P) der

Satz vom Widerspruch: Fiir jede beliebige Aussage P gilt =(P A —P), dh. es ist nicht

moglich, dass eine Aussage und ihr Gegenteil gleichzeitig gelten.

Implikationen sind transitiv, dh.:
(P—=Q)AN(Q—R)— (P—R) (1.1

Eine wahre Implikation P — Q bezeichnet man als Folgerung und verwendet die Notation
P = Q. Eine Kette von Folgerungen

A=P=>P=...P,=S§ (1.2)

ist ein mathematischer Beweis des Satzes S aus der Annahme A. Eine Aquivalenz e,
die wabhr ist, schreiben wir als “<”.

Beispiel: Man zeige mittels Wahrheitstabelle (1 = wahr, 0 = falsch) die Aquivalenz
(P — Q) < (—-PV Q). Losung:

P 0 ~P ~-PVQ | P—=0Q
1 1 0 1 1
1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1

Dass 0 — 0 und 0 — 1 gilt, bezeichnet man als “ex falso quodlibet” (‘*‘aus Falschem folgt
Beliebiges”).

Pradikatenlogik

Die Préadikatenlogik ist eine Erweiterung der Aussagenlogik, in der zusammengesetzte
Aussagen daraufhin untersucht werden konnen, aus welchen einfacheren Aussagen sie
aufgebaut sind. In der Aussage “Sokrates ist ein Mensch” ist “Sokrates” der Eigenname
bzw. die Variable und ““ist ein Mensch” ist das (einstellige) Pradikat. In der (falschen)
Aussage “Sokrates war ein Schiiler von Platon” ist “war ein Schiiler von” ein zweistelliges
Pradikat, weil es eine Relation von zwei Variablen beschreibt.

(falsch), % (unbestimmt), und 1 (wahr). Fall (i): Man definiert die Negationen =0 = 1, —\% = % -1 = 0. Fiir
P= % ist PV —P nicht wahr, also ist “tertium non datur” nicht erfiillt. Fall (ii): Man definiert die Negationen
-0 = % V1, —% =0VvI1,-1=0V % Nun gilt der Satz vom ausgeschlossenen Dritten.
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Ein wesentliches Konzept in der Pridikatenlogik sind Quantoren, die angeben, von wie
vielen Variablen ein Pradikat erfiillt wird. Die zwei wichtigsten Quantoren sind:

e Der Existenzquantor 3 (“es existiert”): Die Zeichenfolge Jn : A(n) bedeutet “Es
existiert (mindestens ein) n, fiir das A(n) gilt.”

e Der Allquantor V (“fiir alle”): Die Zeichenfolge Vn : A(n) bedeutet “Fiir alle n gilt
A(n)”

Beispiel: Die Aussage dn : n+ 1 = 2 ist wahr, weil n = 1 die Gleichung erfiillt. Die
Aussage Vn : n+ 1 = 2 ist falsch, weil die Gleichung nicht fiir alle n erfiillt ist; n = O ist
ein Gegenbeispiel.

Fiir Verneinungen von Quantor-Aussagen gelten folgende Aquivalenzen:

—(Vn:A(n)) < 3dn:-A(n), (1.3)
—(3In:A(n)) < Vn:-A(n). (1.4)

In Worten: A(n) gilt nicht fiir alle n genau dann, wenn es mindestens ein n gibt, sodass
A(n) falsch ist. Ferner: Es gibt kein einziges n, sodass A(n) gilt, genau dann, wenn fiir alle
n gilt, dass A(n) falsch ist.

Unentscheidbarkeit

Nicht alle Aussagen sind formal beweis- oder widerlegbar. Die riickbeziigliche Aussage
“Diese Aussage ist falsch.” ist weder wahr (denn dann wire sie falsch) noch falsch (denn
dann wire sie wahr). Kurt Godel bewies 1931 folgendes:

Erster Godelscher Unvollstindigkeitssatz: Jedes hinreichend méchtige, rekursiv aufzihl-
bare formale System ist entweder widerspriichlich oder unvollstdndig.

In einem formalen System lassen sich mathematische Aussagen aus einer Menge von
Schlussregeln aus Axiomen und bereits bewiesenen Aussagen herleiten. Ein formales
System ist hinreichend michtig (oder ausdrucksstark), wenn es in der Lage ist, grundlegen-
de arithmetische Aussagen iiber die natiirlichen Zahlen zu formulieren und zu beweisen,
insbesondere Aussagen iiber Addition und Multiplikation mithilfe von Quantoren. Rekur-
siv aufzdhlbar bedeutet, dass alle Aussagen des Systems mithilfe der natiirlichen Zahlen
aufgezihlt (durchnummeriert) werden konnen.> Widerspriichlich (= inkonsistent) ist ein
formales System, wenn es darin Aussagen gibt, von denen sowohl deren Wahrheit als
auch deren Falschheit beweisbar ist. Unvollsténdig ist ein formales System, wenn es darin
Aussagen gibt, die weder beweisbar noch widerlegbar sind.>

’Die Arithmetik ist rekursiv aufzihlbar, weil sie sich nur mit endlichen Symbolketten iiber einem
abzihlbaren Alphabet beschiftigt. Es gibt zwar unendlich viele Aussagen, aber sie konnen abgezéhlt
(durchnummeriert) werden, selbst wenn diese Aussagen die reellen Zahlen betreffen, die selbst nicht
abzihlbar sind. Mehr zum Thema Abzédhlbarkeit dann spéter.

3Der zweite Godelsche Unvollstindigkeitssatz besagt: Jedes hinreichend michtige und konsistente
(= widerspruchsfreie) formale System kann die eigene Konsistenz nicht beweisen.
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Mengeniehre

Es ist eine der grundlegendsten Abstraktionseigenschaften des menschlichen Gehirns, dass
wir Objekte nach bestimmten Charakteristika zusammenfassen konnen. Georg Cantor hat
1895 den mathematischen Begriff der Menge eingefiihrt:
Definition: “Unter einer ,Menge*‘ verstehen wir jede Zusammenfassung M von be-
stimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,Elemente‘ von M genannt werden) zu einem Ganzen.”

In einer Menge kommt jedes Element hochstens einmal vor. Wenn ein Element a in einer
Menge M enthalten ist, schreiben wir a € M, andernfalls a ¢ M. Zwei Mengen A und B
sind gleich, dh. A = B, wenn sie genau die gleichen Elemente enthalten. Die Reihenfolge
spielt keine Rolle. Beispiel: Gegeben A = {1,2,3} und B = {3,2, 1}, dann gilt A = B. Die
leere Menge enthilt keine Elemente und wird geschrieben als 0 := {}.

Menge A ist eine Teil- oder Untermenge der Obermenge B, dh. A C B, wenn je-
des Element von A auch in B vorkommt. Wenn zusitzlich A # B gilt, dann ist A ei-
ne echte Teilmenge, und wir schreiben A C B. Beispiel: Gegeben A = {2,3,5,7} und
B={2,3,5,7,11,13,17}, dann gilt A C Bund A C B.

Mengenoperationen

Mengenoperationen verkniipfen Mengen zu neuen Mengen:

Die Vereinigungsmenge zweier Mengen A und B, geschrieben als A U B, enthilt alle
Elemente, die zu A oder B gehoren.

Die Schnittmenge (oder der Durchschnitt) A N B besteht aus jenen Elementen, die
sowohl in A als auch in B sind.

Die Differenzmenge (oder das Komplement) A \ B enthilt alle Element aus A, die nicht
auch in B sind.

Beispiel: Gegeben A = {0,1,2} und B={1,2,3}, dannist AUB = {0,1,2,3}, ANB =
{1,2},A\ B={0}.

Falls die Schnittmenge zweier Mengen leer ist, dh. AN B = @, dann bezeichnet man
diese beiden Mengen als disjunkt.

Potenzmengen

Die Potenzemenge P (M) einer Menge M, oft auch als 2™ geschrieben, ist die Menge aller
Teilmengen von M, dh. P(M) := {U|U C M}. Der vertikale Strich wird gelesen als “fiir
die gilt” oder “mit der Eigenschaft”.

Beispiel: Es sei M = {a,b}. Dann ist P(M) = {0,{a},{b},{a,b}}.

Zahlbereiche

Wichtige und héufig verwendete Zahlbereiche sind
e die natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...},
e die natiirlichen Zahlen einschlieBlich des Elements 0: No = NU{0} ={0,1,2,3,...}
e die ganzen Zahlen Z :={...,—2,—1,0,1,2,3,...},
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oD

Abbildung 1.1: Mengendiagramm: Die reellen Zahlen R sind eine echte Obermenge der rationalen
Zahlen Q, die wiederum eine echte Obermenge der ganzen Zahlen Z ist, die wiederum eine echte
Obermenge der natiirlichen Zahlen N darstellt. Bildquelle: Wikipedia.

e die rationalen Zahlen Q := {$|a € Z,b € N},
e die reellen Zahlen R, dh. die rationalen und die irrationalen Zahlen,
e die komplexen Zahlen C := {a+ib|a,b € R} miti:=+/—1.
Die Zeichenfolge := steht fiir “ist definitionsgeméil gleich”, wobei der Doppelpunkt

immer auf der Seite des zu definierenden Symbols steht. Es gilt die Inklusionskette (siehe
Abbildung 1.1):

PCcNCNocZcQcRcC. (1.5)

Das Russellsche Paradoxon

Die Cantorsche Mengendefinition schlie3t nicht aus, dass sich eine Menge selbst enthiilt.
Bertrand Russell hat 1903 gezeigt, dass dies zu Widerspriichen (Antinomien) fiihrt und
damit eine tiefe Krise in der Mathematik ausgelost. Im Wesentlichen lautet Russells
Argumentation wie folgt:

Zunichst bezeichnen wir Mengen, die sich nicht selbst enthalten als “normal”, wohinge-
gen wir Mengen, die sich selbst enthalten “nicht normal” nennen. Die Menge A = {1,2,3}
ist normal (da A ¢ A), wohingegen B = {1,2,3, B} nicht normal ist (da B € B). Nun defi-
nieren wir die Menge M, die alle normalen Mengen enthilt und stellen uns die Frage, ob M
selbst normal ist. Wire M normal (dh. M ¢ M), dann muss M aufgrund seiner Normalitt
und aufgrund der Definition von M in M liegen (dh. M € M). Also M ¢ M = M € M.
Wire M hingegen nicht normal (dh. M € M), dann dann darf M wegen seiner Nicht-
Normalitit nicht in M liegen (dh. M ¢ M). Also M € M = M ¢ M. Insgesamt erhalten wir
den Widerspruch

MeM&MEM. (1.6)

In Worten: M liegt genau dann in M, wenn M nicht in M liegt.* Diese Antinomie kann
nur dadurch verhindert werden, dass man den Mengenbegriff abdndert und sich selbst
enthaltende Mengen nicht zulisst.

“4Ein anschauliches Beispiel von Russells Antinomie ist das Barbier-Paradoxon: In einem Dorf gibt es
einen Barbier, der all jene, und nur jene, Menschen rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Rasiert sich der
Barbier selbst oder nicht?
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Beweisverfahren

Ein mathematischer Beweis ist die fehlerfreie Herleitung der Wahrheit oder Falschheit
einer Aussage (eines “Satzes”) aus einer Menge von Axiomen (Grundprinzipien) und
Pramissen (bereits bewiesene Aussagen). Es gibt mehrere Moglichkeiten, mathematische
Beweise durchzufiihren. Im folgenden werden drei hiufig verwendete Verfahren explizit
vorgestellt.

Direkter Beweis

Im direkten Beweis leitet man den zu beweisenden Satz durch logische Schlussfolgerun-
gen aus Primissen ab. Zur Veranschaulichung betrachten wir das nachstehende einfache
Beispiel:

Behauptung: Das Quadrat einer ungeraden natiirlichen Zahl ist stets ungerade.
Direkter Beweis: Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl. Diese kann dargestellt werden
als n = 2k — 1, wobei k eine beliebige (gerade oder ungerade) natiirliche Zahl ist.
Quadrieren von n ergibt n> = (2k — 1)?> = 4k* — 4k + 1 = 4k (k — 1) + 1. Das ist immer
eine ungerade Zahl. Was zu beweisen war (quod erat demonstrandum).

Das Ende eines Beweises wird oft durch die Buchstaben “q.e.d.” oder ein Quadrat-Symbol
“[J” dargestellt.

Beweis durch Widerspruch

Ein Widerspruchsbeweis (reductio ad absurdum) ist ein indirekter Beweis, bei dem man
zeigt, dass ein Widerspruch entsteht, wenn die zu beweisende Aussage falsch wire. Aus
dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten folgt dann die Wahrheit der zu beweisenden
Aussage. Wir betrachten das folgende Beispiel:’

Behauptung: Die Zahl /2 ist irrational.

Beweis durch Widerspruch: Nehmen wir an, /2 wiire rational, also die Behauptung
wiire falsch. Dann kann man /2 als Bruch schreiben: v/2 = %. Wir diirfen ohne Verlust
der Allgemeinheit annehmen, dass a und b teilerfremd sind, dass also der Bruch schon
bestmoglich gekiirzt wurde. Durch Quadrieren folgt 2 = Z—z, dh. a®> = 2b?. Daraus folgt,
dass a® eine gerade Zahl ist. Da das Quadrat aller ungeraden Zahlen selbst ungerade
ist (siche Beweis oberhalb), muss a gerade sein. Also ist % eine natiirliche Zahl. Fiir b2
konnen wir schreiben: b% = % = 2(%)2. Damit ist b* gerade, und somit auch b selbst. Da
sowohl a als auch b gerade sind, haben sie beide den Teiler 2, was im Widerspruch zur

SDer Legende nach 15ste die Inkommensurabilitit von v/2 eine tiefe Krise der damaligen Mathematik
des 5. Jahrhunderts v.u.Z. aus, da die Pythagorérer davon ausgingen, dass nur rationale Zahlen existieren.
Hippasos von Metapont, der Entdecker der irrationalen Zahlen, wurde angeblich als Héretiker auf einer
Schiffsreise des Pythagordischen Ordens iiber Bord geworfen. Wahrscheinlicher ist, dass er aufgrund eines
Geheimnisverrats ausgeschlossen wurde und spéter ertrunken ist. Aber auch diese Legende ist umstritten,
da das griechische Wort drrheétos fiir “unsagbar”, das in der Mathematik mit der Bedeutung “irrational”
verwendet wurde, auch “geheim” bedeuten konnte.
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unproblematischen Annahme der Teilerfremdheit steht. Daher muss die urspriingliche
Annahme, /2 wiire rational, falsch sein. Also ist v/2 irrational. [J

Beweis durch volistdndige Induktion

Der Beweis einer Aussage durch vollstindige Induktion wird oft verwendet um Aussa-
gen der Gestalt “Fiir jede natiirliche Zahl n > ng gilt die Aussage A(n).” zu zeigen. Er
basiert auf zwei Schritten. Im Induktionsanfang zeigt man zunichst, dass die zu bewei-
sende Aussage fiir den bestimmten Anfangswert ng gilt. Im Induktionsschritt zeigt man,
dass, wenn die Aussage fiir n gilt (Induktionsvoraussetzung), sie auch fiir n 4 1 wahr ist
(Induktionsbehauptung). Wir betrachten wieder ein Beispiel:

Behauptung: Firallen e Ngilt Y7 (2k—1) = n2.
Beweis durch vollstindige Induktion:

e Induktionsanfang: Fiirn = list};_,(2k—1)=2-1—1= 1= 12. Also stimmt
die Behauptung fiir n = 1.

¢ Induktionsvoraussetzung: Sei fiir ein festes, aber beliebiges n € N bereits ange-
nommen, dass Y7 (2k — 1) = n?.

e Induktionsschritt: Dann ergibt sich fiir n+1: Y{ 11 (2k— 1) = Y4, (2k— 1) +
2(n+1)—1 Y2iont1= (n+ 1)2, wobei “IV” fiir Induktionsvoraussetzung
steht. Somit ist die Aussage auch fiir n + 1 erfiillt.

Da Induktionsanfang und Induktionsschritt gezeigt sind, gilt die Behauptung fiir alle
neN.O

Funktionen

Das Konzept der Funktion reicht historisch zuriick bis in die Antike, wobei die erste
explizite Definition im 14. Jahrhundert stattfand. In moderner Ausdrucksweise:

Definition: Eine Funktion (oder Abbildung)
f:X=Y x—=y (1.7)

ist eine Relation zwischen einer Definitionsmenge X und einer Ziel- oder Bildmenge
Y, die jedem Element von X, genannt Funktionsargument oder Urbild x, genau ein
Element aus Y, genannt Funktionswert oder Bild y = f(x), zuordnet.

Wir bezeichnen eine Funktion f als
e surjektiv, wenn jedes Element y der Bildmenge Y erreicht wird, also mindestens ein
Urbild hat: Vy €Y Ix € X : f(x) =,
® injektiv, wenn jedes Bildelement y hochstens einmal erreicht wird, also hochstens
ein Urbild hat: Vx;,x, € X : f(xl) = f()Q) = X] = X2,
e Dijektiv, falls jedes Bildelement y genau ein Urbild hat, falls also f sowohl surjektiv
als auch injektiv ist.
Abbildung 1.2 veranschaulicht diese drei Funktionsarten.
Wir betrachten nun den Fall, dass sowohl die Definitions- als auch die Bildmenge
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° ® o ® o ® o ° o
— X, X, X, <,
Z\o ® 70 e—>0 ® 70 ® o
\o ° o e——>o0 ® o o&o
o/o o) o/ ® o
NOT a General Injective Surjective Bijective
Function Function (not surjective) (not injective) (injective, surjective)

Abbildung 1.2: Von links: (1) Keine Funktion, da ein Element der Definitionsmenge A auf ver-
schiedene Elemente der Bildmenge B verweist. (2) Allgemeine Funktion, weder injektiv noch
surjektiv. (3) Injektiv: Jedes Element der Bildmenge wird hochstens einmal erreicht. (4): Surjektiv:
Jedes Element der Bildmenge wird mindestens einmal erreicht. (5) Bijektiv: Jedes Element der
Bildmenge wird genau einmal erreicht. Bildquelle: hier.

Abbildung 1.3: Gegeben X =Y = R. Die Funktion f(x) = tan(x) is surjektiv aber nicht injektiv
(blau), f(x) = ¢* ist injektiv aber nicht surjektiv (orange), f(x) = x ist bijektiv (griin), und f(x) =
sin(x) ist weder surjektiv noch injektiv (rot). Die “rotierte Parabel” (grau gestrichelt) ist keine
Funktion, da es x-Werte gibt, denen mehrere y-Werte zugeordnet werden.

die reellen Zahlen sind, dh. X =Y = R. Die Funktion y = tan(x) ist surjektiv (aber nicht
injektiv), da alle Bildwerte erreicht werden (und zwar mehrmals). Die Funktion y = e* ist
injektiv (aber nicht surjektiv), da alle Bildwerte hochstens einmal erreicht werden (manche
aber gar nicht). Die Funktion y = x ist bijektiv, da jeder Bildwert genau einmal erreicht
wird. Die Funktion f(x) = sin(x) ist weder injektiv noch surjektiv. Die “rotierte Parabel”
y = *+/x ist keine Funktion, da jedem (positiven) x-Wert mehrere y-Werte zugeordnet
werden. Siehe Abbildung 1.3.

Hintereinanderausfihrung

Zwei Funktionen f : X — Y und g : Y — Z konnen hintereinander ausgefiihrt (verkettet)
werden. Wenn zuerst f und dann g ausgefiihrt wird, ist die resultierende Funktion

F:=gof:X—Z x—g(f(x)). (1.8)


https://www.mathsisfun.com/sets/injective-surjective-bijective.html
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Abbildung 1.4: Graphen der Funktion f(x) (rot) und ihrer Umkehrfunktion f~!(x) (blau). Die
gestrichelte Linie ist die Diagonale y = x, an der die Funktionen gespiegelt sind. Bildquelle:
Wikipedia.

Graphisch sieht das wie folgt aus:

x- Ly sz

x =8 o (1.9)

Beispiel: Es seien f(x) = x> und g(x) = 2x. Wie lautet die Hintereinanderausfiihrung
F(x) = g(f(x))?

Losung: F(x) = g(f(x)) = g(x*) = 2x>. Man beachte, dass die Reihenfolge wichtig ist:
f(g(x)) = 4x? fiihrt zu einer anderen Funktion, nimlich G = fog.

Umkehrfunktion

Fiir bijektive Funktionen f : X — Y kann man eine Umkehrfunktion g : ¥ — X definieren,
sodass fiir jedes x gilt: g(f(x)) = x. Anders formuliert ist go f = idx die identische
Abbildung, die jedem Element x der Menge X sich selbst zuordnet. Die Umkehrfunktion
(“Inverse”) wird oftmals mit f ~1 bezeichnet, was in diesem Zusammenhang nicht mit
1/ f verwechselt werden darf. Die Umkehrfunktion erhilt man durch Spiegelung an der
Diagonalen y = x (Figur 1.4).

Beispiel: Wie lautet die Umkehrfunktion von f(x) = 2x+1?

Losung: Aus f(x) =y =2x+1 folgt x = (y — 1)/2. Die Umkehrfunktion von f(x)
lautet daher f~!(x) = (x—1)/2.

Probe/Beweis: f~'(f(x))=f"'(2x+1)=(2x+1-1)/2=x.0

Wenn f und g bijektive Funktionen sind, dann ist auch g o f bijektiv. Die Umkehrfunk-
tionist (go f)~ ! = flog™\.
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Abzdhlbarkeit

Die Anzahl der Elemente einer Menge M bezeichnet man als Mdchtigkeit oder Kardinalitdit
und schreibt dafiir |M|. Bei endlichen Mengen geniigt es, die Elemente zu zihlen. Die
Kardinalitit bezeichnet man in diesem Fall als “abzihlbar endlich”. Beispielsweise hat
die leere Menge 0 die Méchtigkeit |@| = 0, und die Menge M = {2,4,6} hat Michtigkeit
M| = 3.

Die natlrlichen Zahlen N

Die Michtigkeit der natiirlichen Zahlen N := {1,2,3,...} ist unendlich. Aber da man
die natiirlichen Zahlen (mithilfe der natiirlichen Zahlen) durchnummerieren, also abzih-
len kann, nennt man diese Kardinalitit “abzihlbar unendlich” und verwendet fiir die
Kardinalzahl das Symbol X:

IN| = X,. (1.10)

¥ die kleinste aller unendlichen Kardinalzahlen, also die kleinste Form der Unendlichkeit.
Wie groB3 ist die Michtigkeit der natiirlichen Zahlen einschlieBlich der 0, also von
Np :={0,1,2,3,...}? Die naive Antwort wire, dass |Ny| > |N|, weil Ny ja ein Element
mehr hat als N. Fiir endliche Mengen wire das Argument richtig, aber fiir unendliche
Mengen ist es falsch.
Um dies zu sehen, bendtigen wir zunéchst eine klare Definition, was es bedeutet, dass
zwei Mengen die gleiche Michtigkeit haben:
Definition: Zwei Mengen A und B sind genau dann gleichmdichtig, wenn es eine bijektive
I Abbildung zwischen allen Elementen gibt.

Beispielsweise sind die beiden Mengen A = {1,2,3} und B = {2,4,6} gleichmichtig, weil
die Funktion f(a) = 2a alle Elemente a € A auf alle Elemente b € B abbildet und diese
Abbildung bijektiv ist.® Die Aquivalenz

Gleichmichtigkeit < 3 bijektive Abbildung (1.11)

gilt nicht nur fiir endliche Mengen sondern auch fiir unendliche.
Nun konnen wir relativ einfach eine bijektive Abbildung zwischen N und Ny finden,
nidmlich:

f:N—=Ng,n—n—1. (1.12)

Jeder natiirlichen Zahl n € N wird einfach die nédchstkleinere Zahl zugeordnet. So werden
alle Elemente aus Ny genau einmal erreicht. Die beiden Mengen sind also gleichméchtig:
No| = INJ.7

®Eine weitere Moglichkeit wire eine bijektive Abbildung in tabellarischer Form, beispielsweise 1 +— 4,
26,3 2.

7 Auf dhnliche Weise kann man zeigen, dass etwa auch die geraden oder ungeraden Zahlen gleichméchtig
zu den natiirlichen Zahlen sind.
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Die ganzen Zahlen Z

Wie michtig ist die Menge der ganzen Zahlen Z := {...,—2,—1,0,1,2,3,...}? Hier wire
die naive Antwort, dass Z doppelt so unendlich ist wie N. Aber es gibt eine bijektive
Abbildung von den natiirlichen auf die ganzen Zahlen, f : N — Z, ndmlich zB. diese hier:

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 ... ngerade nungerade
fm): 01 -1 2 -2 3 -3 4 —4

n—1

2

N1

Mithin gilt |Z| = |N|.

Die rationalen Zahlen

Wie verhiilt es sich mit den rationalen Zahlen Q := {%|a € Z,b € N}? Dazu betrachten wir
folgende Matrix (Cantors erstes Diagonalargument):

0

!

+1 - 42 +3 = +4 +3

v / v

1 _2 3 _4 s
1 1 1 1 1
L v i

R B T
v S

1 2 3 4 s
2 2 2 2 2
e

i

4
vl
o
4
vl

i

Die erste Zeile enthilt nur die 0. Die néchste Zeile listet alle positiven Briiche mit
Nenner 1 auf. Die niichste alle negativen Briiche mit Nenner 1. Die nichste alle positive
Briiche mit Nenner 2. Und so weiter. Die Matrix enthélt daher alle rationalen Zahlen. Durch
“schlangenformiges diagonales Abwandern” (rote Pfeile) wird vermieden, in einer Richtung
ins Unendliche gehen zu miissen, von wo aus es keinen Weg zuriick gébe. Somit kann man
die rationalen Zahlen abzihlen, dh. mit den natiirlichen Zahlen durchnummerieren:

fiNoQ 10,2+ 3 +32 4 -1 5541 62 (1.13)

Sich wiederholende rationale Zahlen (in grau geschrieben) — die erste ist +%, da +% schon
gezihlt wurde — werden einfach ausgelassen. Die Menge der rationalen Zahlen ist also
abzihlbar unendlich. Wir haben mithin

Q| =IN|. (1.14)
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Abbildung 1.5: Die Zahlengerade ist eine Veranschaulichung der reellen Zahlen R. Bildquelle:
Wikipedia.

Die reellen Zahlen R

Die reellen Zahlen R beinhalten auch die irrationalen Zahlen wie v/2, e und 7 (Abbildung
1.5). Die rationalen Zahlen liegen dicht in den reellen. Das bedeutet, dass fiir jede reelle
Zahl r € R und vorgegebene Fehlerschranke € > 0 eine rationale Zahl ¢ € Q gefunden
werden kann, sodass |r — ¢g| < €. Man kann jede reelle Zahl also immer beliebig gut durch
eine rationale Zahl approximieren.

Wie sieht es nun mit der Miachtigkeit der reellen Zahlen aus? Die Antwort auf diese
Frage gibt der

Satz von Cantor: Die Menge der reellen Zahlen R ist iiberabzdhlbar unendlich.

Beweis (Cantors zweites Diagonalargument): Bewiesen wird im folgenden die noch
stirkere Aussage, dass sogar das Intervall I der reellen Zahlen zwischen O und 1, [ =
[0,1[={x € R|0 <x < 1} C R iiberabzihlbar ist.” Durchgefiihrt wird ein Beweis durch
Widerspruch. Wir nehmen daher an, dass / abzihlbar ist. Dann kann man alle reellen
Zahlen r € I mit den naturlichen Zahlen n € N durchnummerieren, dh. es existiert
f: N— R, n— r,, und in Dezimalschreibweise auflisten:?

ry= O.rgl)rgz)r?)r%‘l)rgs) .

ra =03V (1.15)

2
r3 = O.rgl)rgz)ﬁr?)rgs) .

Hier ist r,gj ) e {0,1,2,...,9} die j-te Dezimalstelle der n-ten Zahl r,,. Die Diagonalstellen

r,(,n) sind unterstrichen. Nun definieren wir eine Zahl

s:O.s(l)s(z)s(3)s(4)s(5)..., (1.16)
wobei s := 1 falls rﬁ,n) — 0 und s :=0 falls rﬁ,n) = 0. Die Zahl s weicht also von r| auf
der ersten Dezimalstelle ab, da s() =+ rgl). Von r, weicht s auf der zweiten Dezimalstelle
ab, da s #* rgz)' Von r3 auf der dritten, usw. Das bedeutet, dass sich s nicht in der
Liste der Zahlen ry,r;,r3, ... befindet. Dies wiederum steht im Widerspruch zu unserer

Annahme, dass wir alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1 aufgelistet haben. Dieser
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Widerspruch lésst sich nur auflosen, indem wir folgern, dass das Abzéhlverfahren n — r;,
nicht existiert. Die reellen Zahlen sind also iiberabzihlbar unendlich. [J

“FEine offene (geschlossene) eckige Klammer bedeutet, dass das Randelement (nicht) Teil der Menge
ist.

bWir verwenden den im Englischen und in der Computerwissenschaft iiblichen Dezimalpunkt, nicht
das deutsche Dezimalkomma.

Die Michtigkeit der reellen Zahlen zwischen O und 1 ist gleich der Michtigkeit aller
reellen Zahlen. Eine Bijektion, die das zeigt, lautet f : 7 — R, x — tan[z(x + 1)].

Die Kardinalzahl der reellen Zahlen wird iiblicherweise mit ¢ (fiir das lateinische Wort
continuum) bezeichnet. Wir haben mithin:

IN| =|Z| =|Q| = Xog < ¢ =|R|. (1.17)

Die Kontinuumshypothese — aufgestellt von Cantor im Jahr 1878 — besagt, dass es
zwischen X und ¢, also zwischen der Unendlichkeit der natiirlichen Zahlen und jener
der reellen Zahlen, keine anderen Unendlichkeiten gibt. (Anders formuliert besagt die
Kontinuumshypothese, dass ¥, definiert als die nédchst kleinste Unendlichkeit nach X,
gleich ¢ ist.) Godel bewies 1938, dass sich die Kontinuumshypothese aus der Standard-
Mengenlehre® nicht widerlegen lisst. Paul Cohen zeigte 1963 wiederum, dass sich die
Kontinuumshypothese aus der Standard-Mengenlehre nicht beweisen ldsst. Die Kontinu-
umshypothese kann also weder bewiesen noch widerlegt werden, ist folglich unentscheid-
bar. Sie ist damit ein Beispiel fiir Godels (ersten) Unvollstindigkeitssatz.

Die komplexen Zahlen C und Vektorrdume RY

Komplexe Zahlen aus C := {a+ib|a,b € R} mit i = y/—1 sind Paare (a,b) von zwei
reellen Zahlen und damit gleichmichtig zur euklidischen Ebene R? = R x R, in der Vekto-
ren mit zwei Elementen leben. Das Symbol x bezeichnet das kartesische Produkt zweier
Mengen, das die Menge aller geordneten Paare bildet, wobei die erste Komponente ein
Element der ersten Menge und die zweite Komponente ein Element der zweiten Menge
ist. Vektorrdaume kann man in beliebig hoher Dimension N € N konstruieren mit Elemen-
ten (x1,x2,...,xn) € RY =R xR x --- x R. In den Natur- und Ingenieurwissenschaften
verwendet man iiblicherweise Spaltenvektoren X = x = (x,x2,...,xy)T, wobei das T (fiir
“transponiert’) aus einem Zeilenvektor einen Spaltenvektor macht und umgekehrt.

Alle RY sind gleichmichtig zu den reellen Zahlen.” Dies fiihrt zu folgender Zusam-
menfassung:

IN| =|Z| = Q| = Xo < ¢ = |R| = [C| = |RY]. (1.18)

8Gemeint sind hier die sogenannten Zermelo-Fraenkel-Axiome inklusive Auswahlaxiom. Eine genauere
Diskussion wiirde hier zu weit fithren.

9Beweisidee: Zunichst betrachten wir folgende bijektive Abbildung von [0, 1[> nach [0, 1[: Die De-
zimalstellen werden verschachtelt, sodass (r;s) = (0./0r2r3) . 0.51s2)s0) ) abgebildet wird auf
0.0 p2)5(2)3)5B) | Dieses Verfahren kann man dann erweitern auf zuniichst alle reellen Zahlen, nicht
nur jene zwischen 0 und 1. Und dann von 2 auf N Dimensionen.
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Potenzmengen

Die Potenzmenge P (M) einer Menge M hat stets eine groBere Kardinalitit als M. (Fiir
endliche Mengen ist dies sofort klar. Fiir unendliche Mengen folgt die Aussage iiber
eine Verallgemeinerung des zweiten Cantorschen Diagonalarguments.) Es gibt also eine
unendliche Leiter von Unendlichkeiten:

Ro<c=2%0 <2¢c2” < | (1.19)

Berechenbarkeit
Definition: Eine reelle Zahl

r=r0 02300 mit 0 ez, A e {0,1,2,...,9}, jeN (1.20)

heiBit berechenbar, falls sie durch eine berechenbare Funktion f : N — Q, n+— f(n)
mit beliebiger Genauigkeit approximiert werden kann. Konkret, wenn fiir jedes n der
Abstand der reellen Zahl r zur rationalen Néherung f(n) kleiner ist als %:

1
r=rml <. (1.21)

Die 1936 von Alan Turing eingefiihrte Turing-Maschine ist ein mathematisch abstraktes
Modell eines Computers. Alle echten Computerarchitekturen und Computerprogramme
(C, Java, Python, Mathematica, etc.) sind spezielle Realisierungen. Die — unbewiesene aber
weithin anerkannte — Church-Turing-These besagt, dass alles, was prinzipiell berechenbar
ist, von einer Turing-Maschine berechnet werden kann — fiir jede berechenbare Funktion
f(n) gibt es also eine Turing-Maschine M mit Input 7, die diese Funktion berechnet.

Alle algebraischen Zahlen'® (zB. 1/2) sind berechenbar, und auch viele transzendente
Zahlen!! (zB. die Eulersche Zahl e und die Kreiszahl 7):

V2= i 2k+ 1)) (1.22)

23k+1k1
1 11 1 ]
AR TRETRETRISS Zbﬁ (129
1 1 1 > (—1)
:4(1—— - ...):4 =) 1.24
g 375777 Lo (129

Da ein Computer nicht unendlich viele Terme addieren kann, miissen wir “ausfithrbare”
Funktionen definieren, indem nur bis zum Index n summiert wird. Die Approximation fiir

7 lautet dann f(n) =4 Y7 %

Bezeichnen wir die Menge aller berechenbaren reellen Zahlen mit B und die Menge

10Algebraische Zahlen sind die Nullstellen eines Polynoms mit rationalen Koeffizienten. Beispielsweise
ist eine Nullstelle des Polynoms x> — 2 die algebraische Zahl v/2.
"Transzendente Zahlen sind Zahlen, die nicht algebraisch sind.
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aller Computerprogramme bzw. Turing-Maschinen mit M. Fiir jede berechenbare Zahl
b € B existiert (mindestens) eine Turing-Maschine M € M, die diese Zahl berechnet. Also
gilt jedenfalls |B| < |M].

Satz: Die Menge der berechenbaren Zahlen B und die Menge der Turing-Maschinen M
sind beide abzédhlbar unendlich.

Beweis: Jede Turing-Maschine M ist durch ihren Quelltext reprisentiert. Dieser
Quelltext kann unabhédngig vom gewéhlten Alphabet eineindeutig — dh. in jede Rich-
tung eindeutig bzw. bijektiv — in Bindrform konvertiert werden. Und dieser Binérstring
entspricht wiederum eineindeutig einer natiirlichen Zahl m € N. Andererseits kann man
Jjede natiirliche Zahl m als Computerprogramm-Quelltext auffassen.? Alle prinzipiell
moglichen Computerprogramme konnen also durchnummeriert werden, mithin gibt es
abzihlbar unendlich viele und es gilt M| = X(. Manche Programme, die voneinander
verschieden sind, berechnen trotzdem die gleiche Zahl.” Daher gibt es hichstens abzihl-
bar unendlich viele berechenbare Zahlen, also entweder abzihlbar endlich viele oder
abzdhlbar unendlich viele. Es miissen aber in der Tat abzédhlbar unendlich viele sein, da
zB. alle rationalen Zahlen berechenbar sind. Daher gilt:

B| = [M]| = Xo. (1.25)

Die Mengen der berechenbaren Zahlen B und Turing-Maschinen M sind also beide
abzihlbar unendlich. []
“Die meisten Programme werden “unsinnig” sein und sofort mit Fehler terminieren, da ja nur ganz

bestimmte Syntax erlaubt ist. Aber das soll uns hier nicht weiter stéren.
bEs gibt beispielsweise viele verschiedene Formeln und daher Programme zur Berechnung der Zahl 7.

Da die reellen Zahlen iiberabzdhlbar méchtig sind, sind die allermeisten reellen Zahlen
folglich nicht berechenbar. Warum steht dies nicht im Widerspruch dazu, dass die rationalen
Zahlen (die ja alle berechenbar sind) die reellen Zahlen dicht approximieren? Der Grund
liegt darin, dass — nur weil eine gesuchte reelle Zahl beliebig dicht an einer rationalen
Zahl liegt — es nicht notwendigerweise ein Programm gibt, das die gesuchte reelle Zahl
berechnet. Wir werden gleich ein beriihmtes Beispiel einer nicht berechenbaren Zahl
kennenlernen.

Das Halteproblem

Das Halteproblem ist eine fundamentale Frage der theoretischen Informatik und wurde
von Turing im Jahr 1937 formuliert. Wir skizzieren das Argument im folgenden nur grob;
mehr Details werden im Kurs “Berechenbarkeit und Komplexitit” behandelt.

Eine Turing-Maschine M nimmt einen Input-String n (den wir uns als natiirliche Zahl
denken diirfen, dh. n € N) und beginnt mit ihrer Arbeit. Dann gibt es zwei Moglichkeiten:

1. M hilt irgendwann mit Output M ().

2. M hiilt nicht und l4uft fiir immer weiter.

Ob eine Turing-Maschine hilt oder nicht, ist manchmal sehr einfach, aber oft auch sehr

2Der Output M (n) kann auch eine Fehlernachricht wegen schlechter Programm-Syntax sein.
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schwer festzustellen. Wir betrachten ein paar

Beispiele:
e program Mi(n)
n := n+l
return n
Dieses Programm hilt fiir jeden Input » und gibt die nachfolgende Zahl n 4+ 1 aus.
® program Mii(n)
while true
n := n+l
return n
Dieses Programm wird niemals anhalten und ewig weiterzidhlen.
® program Miii(n)
if n < 10
loop forever
else
return 1/n
Dieses Programm lauft fiir alle Inputs n» < 10 fiir immer. Fiir Inputs n > 10 halt
es und gibt die rationale Zahl 1/n aus.
e program Miv(n)
k =4
while true
if k = sum of two prime numbers

k := k+2
else
return k

Dieses Programm ignoriert den Input n. Es terminiert nur, wenn eine gerade
Zahl groBer als 2 gefunden wird, die sich nicht als Summe zweier Primzahlen
schreiben ldsst. Hilt Miv jemals oder lauft es fiir immer weiter?

Definition: Das Halteproblem ist ein Entscheidungsproblem, ndmlich die Frage, ob
es fiir jede Turing-Maschine M und jeden Input n moglich ist festzustellen, ob M(n)
hélt oder nicht. Falls ein Algorithmus H existiert, der das fiir alle M(n) leistet, ist
das Entscheidungsproblem entscheidbar (bzw. gelost). Wenn so ein Algorithmus nicht
existiert, ist das Halteproblem unentscheidbar.

Satz: Das Halteproblem ist unentscheidbar.

Beweis: Eine universelle Turing-Maschine U kann als Input jede andere Turing-
Maschine M und deren Input n € N akzeptieren. Insbesondere kann U so programmiert
sein, dass sie M mit Input n ausfiihrt (“simuliert”’) und den Wert M (n) als Output ausgibt,
oder eine bestimmte Funktion von M (n).

Nehmen wir an, es gédbe eine universelle Turing-Maschine H, die fiir eine ihr iiberge-
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bene Turing-Maschine M und Input n folgendes ausgibt:

1 falls M(n) hils,

H(M,n) = 1.2
(M,n) {0 falls M(n) nicht halt. (1.26)

Solch eine Maschine H 10st das Halteproblem, kann also stets entscheiden, ob eine
Maschine M mit Input n hilt oder nicht. Die Annahme der Existenz von H hat enorme
konzeptionelle und praktische Bedeutung und wiirde eine Unzahl an offenen Problemen
der Mathematik 16sen.“

Der zentrale Schritt in Turings Argument ist nun, dass wir eine Maschine D konstru-
ieren konnen, die (i) H als Unterprogramm enthdlt, (i1) sich selbst an H iibergibt und
(ii1) das Gegenteil von dem macht, was H iiber D sagt:

D(n) = halt falls H(D,n) = 0, also falls D(n) nicht hiilt, (1.27)
| hiltnicht falls H(D,n) = 1, also falls D(n) hilt. '
D(n) hilt, wenn D(n) nicht hilt, und D(n) hilt nicht, wenn D(n) hilt:
D(n) hilt < D(n) hilt nicht. (1.28)

Damit landen wir bei einer Antinomie, ganz so wie bei Russells Menge aller normalen
Mengen und Godels riickbeziiglicher Aussage “Diese Aussage ist falsch”. Der Wider-
spruch (1.28) kann nur dadurch aufgelost werden, indem die zundchst angenommene
Existenz von H zuriickgewiesen wird. Das Halteproblem ist mithin unentscheidbar. [

“Die Goldbachsche Vermutung ist eine beriihmte unbewiesene Aussage der Zahlentheorie aus dem
Jahr 1742, die besagt, dass sich jede gerade Zahl, die groBer als 2 ist, als Summe zweier Primzahlen
schreiben liasst. Mithilfe von H entscheiden zu konnen, ob die weiter oben definierte Maschine Miv hilt
(bzw. nicht hélt), wiirde die Goldbachsche Vermutung widerlegen (bzw. beweisen).

Wie weiter oben bereits diskutiert, kann man jeder natiirlichen Zahl m € N eineindeutig
eine Turing-Maschine M,,, zuordnen. Nun kénnen wir wie in Cantors erstem Diagonalargu-
ment alle Turing-Maschinen M,, mit allen moglichen Inputs n € N wie folgt anordnen:

n=1: n=2: n=3: n=4: n=35:
m=1: M(1) M(2) M@3) M@ M(ES) ..
m=2: My(1) My2) M(3) M4) M(5) ... (1.29)
m=3: M3(1) M3(2) M3(3) Ms3(4) Ms(5)

Durch diagonales Abzihlen kann man jeder natiirlichen Zahl k € N eineindeutig eine
Turingmaschine M, (n) zuordnen: 1 — M;(1), 2 +— M;(2), 3 — M>(1), 4 +— M3(1),5 —
M, (2), usw. Der einfachen Notation halber schreiben wir 7j := M,,(n), wobei jedem Paar

(m,n) genau ein k entspricht und umgekehrt.'3

13Man kann sich T, als eine Turing-Maschine vorstellen, deren Input hartkodiert ist, also in k enthalten ist.
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Nun definieren wir die folgende reelle Zahl (in Bindrdarstellung):

1 falls 7; halt
h=0rDr@pHORG)  mitp® = fe BT 1.30
m 0 falls 7, nicht hilt. (1.39)

Die k-te Dezimalstelle von A ist 1 (bzw. 0) falls 7; hilt (bzw. nicht hilt). Wire & berechenbar,
dann wire das Halteproblem entscheidbar, zumal man fiir jede Turing-Maschine M,, mit
jedem Input n voraussagen konnte, ob sie hilt oder nicht. Das Halteproblem ist aber
unentscheidbar. Also ist / nicht berechenbar, dh. 7 € R\ B.!4

14 Ahnlich wie & definiert ist die Chaitinsche Konstante (oder Haltewahrscheinlichkeit) Q, die die Wahr-
scheinlichkeit angibt, dass eine zufillig gewihlte Turing-Maschine hélt. Auch Q ist unberechenbar.



2.1

2. Reelle und komplexe Zahlen

Reelle Zahlen

Die Konstruktion der reellen Zahlen als Erweiterung des Zahlenbereichs der rationalen
Zahlen war ein wichtiger Schritt der Mathematik des 19. Jahrhunderts, der die Analysis
auf ein solides mathematisches Fundament stellte.

Die reellen Zahlen konnen aber nicht nur iiber die Mengenlehre als Erweiterung der
rationalen Zahlen definiert werden, sondern direkt durch Axiome. Man bendtigt dazu drei
Gruppen von Axiomen: (i) die Korperaxiome, (i) die Axiome der Ordnungsstruktur sowie
(ii1) ein Axiom, das die Vollstindigkeit garantiert.

Korperaxiome

Die reellen Zahlen R bilden einen Korper, da die zwei Verkniipfungen “+” (Addition) und
“.” (Multiplikation)’, die zwei reellen Zahlen a und b ihre Summe a + b bzw. ihr Produkt
a-b = ab zuordnen, die nachstehenden Korperaxiome erfiillen:

e Kommutativgesetze: a+b=b+aund ab =ba

e Assoziativgesetze: a+ (b+c) = (a+b)+cund a(bc) = (ab)c

e Distributivgesetz: a(b+c) =ab+ac

e Existenz neutraler Elemente: a+0=aunda-1=a

e Existenz inverser Elemente: a+ (—a) =0 und (fira #0:) a-a~ ! = 1

Ordnungsaxiome

Ferner gibt es auf R eine Ordnung “<” mit den Ordnungsaxiomen:
o Reflexivitit: a < a
e Transitivitit: a <bAb<c=a<c
Antisymmetrie (Identitit): a <bAb<a=a=0b
Totalitit: a <bVb<a
Vertréglichkeit mit Addition: a <b=a+c<b+c
Vertréaglichkeit mit Multiplikation: a <bAc>0=ac < bc
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Ordnungsvollstdndigkeit

Die reellen Zahlen sind ordnungsvollstindig mit dem Schnittaxiom (Axiom der Ordnungs-
vollstiandigkeit):
e Voraussetzungen/Definitionen: A und B seien nichtleere Teilmengen von R und es
gilt AUB =R. Fiiralle a € A und b € B gelte a < b. Eine Zahl ¢ heifit Trennungszahl
des Dedekindschen Schnittes A|B, wenn fiir alle a und b gilt: a <t < b.
e Schnittaxiom: Jeder Dedekindsche Schnitt besitzt genau eine Trennungszahl.

Intervalle

Gegeben zwei reelle Zahlen a und b > a, definieren wir die Intervalle (abgeschlossen,
linksoffen, rechtsoffen, offen):

[a,b] = {x € Rla <x < b}, (2.1)
la,b] = {x € Rla < x < b}, (2.2)
[a,b] ={x € Rla < x < b}, (2.3)
la,b[ ={x € Rla < x < b}. (2.4)

Maximum und Minimum

Fiir zwei reelle Zahlen a und b, definieren wir das Maximum bzw. Minimum:

a fallsa > b,
max(a,b) ::{ b sonst. (2.5)
) a fallsa<b,
min(a,b) ::{ b sonst. (2.6)

Fiir mehrere reelle Zahlen definieren wir:

max(ay,ay,...,a,) := max(aj(max(ay, max(...,max(a,—1,a,)...)))), 2.7)

min(aj,a,...,a,) := min(a;(min(ay, min(...,min(a,_,a,)...))))- (2.8)

Supremum und Infimum
Eine Menge A C R hat eine obere Schranke b € R falls gilt

dbeRVacA: a<lb 2.9

Ein Element b hei3t Supremum von A, supA, wenn es die kleinste obere Schranke von A
ist. Ganz analog dazu ist das Infimum von A, infA, die grofte untere Schranke von A.

Beispiel: Wir betrachten das beidseitig geschlossene Intervall A = [0, 1], in dem die
Zahlen O und 1 enthalten sind. Es gilt supA = 1 und infA = 0. Hier sind auch das grof3te
Element der Menge A, das Maximum maxA, und das kleinste Element, das Minimum
minA definiert: maxA = 1 und minA = 0. Ganz allgemein gilt bei geschlossenen
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Abbildung 2.1: Die Betragsfunktion f(x) = |x| ordnet jeder Zahl x ihren Abstand zu O zu, den
sogenannten Absolutbetrag oder Absolutwert.

I Intervallen oder Mengen mit endlich vielen Elementen: supA = maxA und infA =
minA.

Beispiel: Wir betrachten das beidseitig offene Intervall A =]0, 1], in dem die Zahlen 0
und 1 nicht enthalten sind. Es gilt supA = 1 und infA = 0. Supremum und Infimum sind
nicht in A enthalten. Die Menge A hat weder ein grof3tes Element noch ein kleinstes
Element: maxA und minA sind nicht definiert.

Fiir nach oben bzw. unten unbeschrinkte Mengen A (wie z.B. fiir A = R) setzen wir
supA = oo bzw. infA = —oo. Das Unendlichkeitssymbol oo steht dabei fiir keine natiirliche
oder reelle Zahl. Maximum bzw. Minimum sind fiir unbeschrinkte Mengen nicht definiert.

Beispiel: Die positiven reellen Zahlen inklusive der Zahl 0, R = {x € R|x > 0}, sind
ein nach links abgeschlossenes und nach rechts unbeschriinktes Intervall: RS = [0, oo].
Das Infimum ist O und gleich dem Minimum. Das Supremum ist co. Das Maximum ist
nicht definiert.

Betragsfunktion und Dreiecksungleichung

Der Betrag |x| einer reellen Zahl x ist definiert durch

falls x >
\X\Z{ x falls x 20, (2.10)

—X sonst.

Es gilt ferner: x| = V/x2. Die Betragsfunktion ist in Figur 2.1 dargestellt. Das Quadrat des

Betrags, dh. |x|?, wird Betragsquadrat genannt. Fiir reelle Zahlen gilt |x|* = x%.

Satz: Fiir zwei beliebige reelle Zahlen x und y gilt die Dreiecksungleichung:

eyl < x|+ [yl 2.11)
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sgn(x)
1.0

0.5F

Abbildung 2.2: Die Vorzeichenfunktion (oder Signumfunktion) f(x) = sgn(x) bildet alle positiven
(bzw. negativen) Zahlen auf die Zahl +1 (bzw. —1) ab. Die Zahl 0 wird auf 0 abgebildet.

Beweis: |x+y|? = (x£y)? = x> £ 2xy+y* < |x]2+2|x|[y] + [y|* = (|x| +|y|)*. Durch
Waurzel-Ziehen erhalten wir die Aussage. [

Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt [x+y| —|y| < |x|. Wirsetzena:=x+yund b :=
—y. Das ergibt die umgekehrte Dreiecksungleichung |a| — || < |a £ b|. Nun bennenen wir
riick: x := a und y := b. Die umgekehrte Dreiecksungleichung und die Dreiecksungleichung
kann man dann wie folgt in einer Zeile schreiben:

x| = [y < fx £y < x|+ 1yl (2.12)

Vorzeichenfunktion

Die Vorzeichenfunktion (Figur 2.2) ist definiert durch

1 fallsx >0,
sgn(x) = 0 fallsx=0, (2.13)
—1 fallsx<O.

Es gilt fiir alle x,y € R: x = |x|sgn(x), sgn(—x) = —sgn(x), sgn(x)sgn(y) = sgn(xy),
sgn(sgn(x)) = sgn(x).

Trigonometrische Funktionen

Die wichtigsten trigonometrischen Funktionen konnen am Einheitskreis (Figur 2.3) im
rechtwinkligen Dreieck definiert werden:

sing =y, (2.14)
cosQ = x, (2.15)
sin@ y
= =, 2.1
tan ¢ s x (2.16)

Es gelten folgende Beziehungen (k € Z):

sin(—¢) = —sin¢@ ungerade Funktion, (2.17)
cos(—¢@) =cos¢ gerade Funktion, (2.18)
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Abbildung 2.3: Einheitskreis. Alle Punkte P(x,y) mit x = cos ¢ und y = sin ¢ haben den Abstand 1
vom Ursprung. Bildquelle: Wikipedia.

Abbildung 2.4: Sinus (rot) und Cosinus (blau) sind von zentraler Bedeutung fiir harmonische und
periodische Prozesse, insbesondere fiir Wellen und Schwingungen. Bildquelle: Wikipedia.

sing = cos(¢ — %) Phasenverschiebung, (2.19)
sin’ ¢+ cos? ¢ =1 trigonometrischer Pythagoras, (2.20)
sin @ = sin(@ + 2mk) Periodizitiit, (2.21)
cos @ = cos(@ +2mk) Periodizitit. (2.22)

Figur 2.4 illustriert die Funktionen Sinus und Cosinus im Intervall [0, 27].

2.2 Komplexe Zahlen

Der Begriff “komplexe Zahlen” stammt von Carl Friedrich GauB} (Theoria residuorum bi-
quadraticorum, 1831). Der Ursprung der Theorie der komplexen Zahlen geht auf Gerolamo
Cardano (Ars magna, 1545) und Rafael Bombelli (L’Algebra, 1572) zuriick.

Die komplexen Zahlen C stellen eine Erweiterung der reellen Zahlen dar, die es moglich

macht, Gleichungen der Form x> = —1 zu losen. Im Gegensatz zu den Erweiterungen von
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z=a -+ bi = re¥
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Abbildung 2.5: Die komplexe (GauB3sche) Zahlenebene. Jede komplexe Zahl z = a + i b hat einen
Realteil (x-Koordinate) und einen Imaginirteil (y-Koordinate). Die Polardarstellung z = ¢'? ver-
wendet den Radius (Abstand vom Ursprung) r = v a* 4+ b? und den Winkel ¢ = arg(z). Bildquelle:
Wikipedia.

N — Z (linksseitig erweitern) und Z — Q — R (verdichten), ist es notig, die Zahlengerade
zu verlassen und auf eine Zahlenebene zu erweitern.
Komplexe Zahlen haben die Form

z=a+1ib. (2.23)

Den Realteil einer komplexen Zahl z schreibt man als Re(z) = a, den Imaginirteil als
Im(z) = b, wobei a und b reelle Zahlen sind. Dargestellt werden konnen komplexe Zahlen
in der GauB3schen (komplexen) Zahlenebene. Der Realteil wird auf der x-Achse aufgetragen,
der Imaginirteil auf der y-Achse (Figur 2.5). Die Zahl

i=v—1 (2.24)

wird als imaginére Einheit bezeichnet. Komplexe Zahlen ohne Imaginérteil (b = 0) sind
reell. Komplexe Zahlen ohne Realteil (¢ = 0) sind imagindr.

Die komplexen Zahlen C bilden beziiglich Addition und Multiplikation einen Korper.'
Zwei komplexe Zahlen z; = a; +ib; und zp = a» + ibp werden wie folgt addiert bzw.

multipliziert:
1t =a1+ibj+ary+ib, = (a1 —|—a2) —f—i(bl —|—b2), (2.25)
122 = (a1 —|—ib1) (a2+ib2) = (a1 ar — b bz) +i(a1 b +a2b1). (2.26)

Die Addition entspricht geometrisch der Vektoraddition, also dem Aneinanderlegen von
Vektorpfeilen. Die jeweiligen Komponenten (Koordinaten) werden einfach addiert. Die
Multiplikation kdnnen wir in dieser Schreibweise nur schwerlich interpretieren. Das holen

'Kommutativgesetze, Assoziativgesetze und Distributivgesetz gelten. Neutrale Elemente 0 (beziiglich
Addition) und 1 (beziiglich Multiplikation). Inverse Elemente —z (beziiglich Addition) und z~! = % =7/|7|?
(beziiglich Multiplikation).
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wir spdter nach, wenn wir zur Polardarstellung iibergehen.

Konjugation
Die zu z = a + ib komplex konjugierte (kurz: konjugierte) Zahl ist
Z=a—ib. (2.27)

Die Konjugation entspricht also einer Spiegelung an der x-Achse.

Das Produkt einer komplexen Zahl mit ihrer konjugierten Zahl ist

2z=(a+ib)(a—ib)=a*—i*b* =d®+b* = |z]%, (2.28)
also das Betragsquadrat von z. Damit kann fiir jede Zahl z # 0 ihr Inverses wie folgt
berechnet werden: z~! = 7/|z|?. Ferner gilt (Beweis in den Ubungen):

21 +2 =71 +722, (2.29)

7122 = 2122 (2.30)

Daraus folgt:
‘=nnin=unnn=ullzl = 2.31
mnl"=nniin=azinn = ul 2" = |lazl=lallal (231
Die Summe einer komplexen Zahl mit ihrer Konjugierten ist eine reelle Zahl:

z+Zi=a+ib+a—ib=2a=2Re(z). (2.32)

Polardarstellung

Eine komplexe Zahl z = a + ib in kartesischer (auch genannt: algebraischer) Darstellung
ldasst sich in Polarform umschreiben, indem wir Polarkoordinaten mit Radius r € ]Rar =
{x € R|x >0} = [0, 0] und Winkel ¢ € [0,27] einfiihren:

a=rcosoQ, (2.33)
b =rsing@. (2.34)

Damit erhalten wir:
z=r(cosQ+ising)=re?. (2.35)

Die Eulersche Formel ¢'? = cos ¢ + i sin ¢ werden wir spiter beweisen; dafiir fehlt uns
jetzt noch das Riistzeug. Der Ausdruck ¢'? beschreibt den komplexen Einheitskreis, also
einen Kreis mit Radius 1 in der Gau3schen Ebene.

In Polardarstellung nimmt die Multiplikation zweier komplexer Zahlen z; = r{ ¢'?!
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und 75 = r, €' eine besonders einfache und anschauliche Form an:
N =rePre? =rr®te) (2.36)
Bei der Multiplikation werden die Radien multipliziert und die Winkel addiert.

Wurzeln

Gegeben eine komplexe Zahl ¢ = |c|¢/?. Die Losungen der Gleichung
'=c (2.37)
bezeichnet man als die n-ten Wurzeln von c:

2= ][ exp(2 + k22 k=0,1,2,...,n—1. (2.38)

Beispiel: Berechne die dritten Wurzeln der Zahl 1 =1 ¢0, dh. finde die Losungen der

Gleichung 2> = 1. Losung: zo = 1, z1 = exp(2), zo = exp(*%).

Ordnung und Volistandigkeit

Satz: Es gibt auf den komplexen Zahlen keine Ordnung (und daher auch keine Ordnungs-
vollstindigkeit).

Beweis durch Widerspruch: Nehmen wir an, die Ordnungsaxiome wéren erfiillt,
insbesondere die Totalitdt und die Vertriglichkeit mit Multiplikation. Betrachten wir
die Zahl i. Fall 1: i > 0. Wir multiplizieren beide Seiten mit i und erhalten 2> 0, was
falsch ist. Fall 2: i < 0. Daraus folgt —i > 0. Wir multiplizieren beide Seiten mit —i und
erhalten erneut die falsche Aussage i> > 0. Also sind die Ordnungsaxiome verletzt. Die
komplexen Zahlen sind mithin nicht geordnet. [

Die komplexen Zahlen sind allerdings — im Unterschied zu den reellen Zahlen — algebra-
isch vollstindig. Es gilt ndmlich der Gau3-d’ Alembertsche Fundamentalsatz der Algebra:
Jedes nicht konstante? Polynom besitzt im Bereich der komplexen Zahlen mindestens eine
Nullstelle.

Beispiel: Das Polynom P(x) = x? + 1 hat keine Nullstelle in den reellen Zahlen. Aber
zwei Nullstellen in den komplexen Zahlen, namlich x =i und x = —i.

?Konstante Polynome haben die Form P(x) = ¢ und haben in Ermangelung einer Abhingigkeit von x
keine Nullstellen, aufer das Nullpolynom P(x) = 0.



3.1

3. Folgen und Reihen

Folgen

Die Theorie der Grenzwerte unendlicher Folgen ist von zentraler Bedeutung fiir die
Analysis, denn auf ihr fut der Grenzwert von Funktionen, die Definition der Ableitung
sowie der Riemannsche Integralbegriff.

Definition: Eine Folge ist eine Auflistung von fortlaufenden nummerierten Objekten,
insbesondere von Zahlen.

Die einzelnen Objekte nennt man die Komponenten oder die Glieder der Folge. Im Ge-
gensatz zu den Elementen einer Menge ist bei Folgen die Reihenfolge der Komponenten
relevant und diese konnen sich auch wiederholen.

Beispiele: Die Folge (1,2,%,00,1) ist eine endliche Folge der Linge 5. Die Folge
(2,3,5,7,11,13,17,...) ist die unendliche Zahlenfolge aller Primzahlen.

Allgemein schreiben wir fiir eine endliche bzw. unendliche Folge

(an)n=1,.n = (a1,a2,...,an), (3.1
(an)nen = (a1, a2, . ..). (3.2)

Eine (unendliche) Folge ist daher eine Abbildung der natiirlichen Zahlen auf die Kompo-
nenten der Folge,

a:N—=Y n—a, 3.3)

wobei Y die Ziel- bzw. Bildmenge ist.
Bekannte (unendliche) Folgen mit Y = R bzw. ¥ = N sind:
e Die arithmetische Folge: a, = a; + (n—1)d, dh. (a,)nen = (a1,a1+d,a2+2d,a;+
3d,...). Die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden Folgengliedern ist
konstant: a, —a, = d. Beispiel: Mit a; = 1 und d = 1 erhilt man (a,),en =
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(1,2,3,4,...).

e Die harmonische Folge (Kehrwerte der natiirlichen Zahlen): a,, = %, dh. (ap)pen =
(144 L)

e Geometrische Folgen (exponentielle/s Abschwichung/Wachstum): a, = a; q”fl, dh.
(an)nen = (a1,a1q,a14%,a14°, .. .). Der Quotient zwischen zwei aufeinanderfolgen-
den Folgengliedern ist konstant: a;—:‘ = ¢g. Beispiele: Mit a; = 1 und g = 2 erhilt man
(an)nen = (1,2,4,8,16,...). Fira; = 1 und g = § ist (ap)pen = (1,3, 5, 5, 15+ - -)-

e Die Fibonacci-Folge (Summe der beiden Vorgédnger): a, = a,—> +a,—1 mita; =1,
ay =1, dh. (ap)uen = (1,1,2,3,5,8,13,...).

e Verzinsung mit Zinssatz r nach n Jahren: a,, = (1+2z)". Beispiel: Mit Zinssatz r = 0.1
ergibt sich (ay),en = (1.10, 1.21, 1.33, 1.46, 1.61, 1.77, ...).

Konvergenz und Divergenz

Definition: Die Folge (a,),eN konvergiert gegen a fiir n — oo falls
Ve >03N; e NVn > Ng: |a, —al < g, (3.4)

also falls fiir jede beliebig kleine (positive) Fehlerschranke € ab einem bestimmten
Folgenglied mit ausreichend groem Index N, alle Folgenglieder um weniger als € von
a abweichen.

Salopp formuliert: Spite Folgenglieder liegen beliebig dicht bei a. Geschrieben wird dies
als

a = lim ay, (3.5)
n—oo

wobei a der Grenzwert oder Limes der Folge genannt wird. Alternativ schreibt man auch:
a, — a fiir n — oo (gesprochen als: “a,, strebt gegen a fiir n gegen unendlich”).

Eine Folge heiit konvergent, wenn sie einen Limes besitzt. Ansonsten nennen wir die
Folge divergent.

Beispiel: Die harmonische Folge a,, = % konvergiert gegen den Grenzwert a = 0. Beweis:
Es gilt zunéchst

lay—al=1|1—0|=1. (3.6)

Fiir jedes € > 0 kann man eine natiirliche Zahl wéhlen, die groB3er als der Kehrwert ist,
dh. N; > %, z.B. N; := L%J + 1. Dann gilt fiir alle n > Ng:

lan—al=; < y- <& (3.7)

Also ist lim;, s rll = 0. UJ Figur 3.1 zeigt die harmonische Folge und eine e-Umgebung.
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Abbildung 3.1: Die harmonische Zahlenfolge a, = % Fiir jedes € > 0 kann man ein N; finden,

sodass alle Folgenglieder mit Index n > N, im Intervall |a — €,a + €[ liegen, also |a, —a| < € gilt.
In der Abbildung ist € = 0.15 und der kleinstmdgliche kritische Index ist Ny = 7.

Beispiel: Die Folge a, = 1+ \/Lﬁ konvergiert gegen den Grenzwert a = 1. Beweis:

— gl = 1 1= L
|an a|_|1+\/ﬁ 1| un (3.3)

Aufgrund der Wurzel im Nenner benotigen wir nun fiir jedes € > 0 einen anderen
(spiteren) kritischen Index als im vorigen Beispiel, nimlich Ng > 81—2, z.B. N := L;—ZJ +1.
Dann gilt fiir alle n > Ng:

1
Ne

|an—a|:¢%g <e. O (3.9)

ﬁ

I Beispiel: Sei |g| < 1. Dann gilt lim,,_,..¢" = 0. Beweis: In den Ubungen.

Beispiel: Die Folge a, = (—1)" ist divergent. Beweis: Fiir jeden potentiellen Grenzwert
a gilt aufgrund der Dreiecksungleichung (2.11) fiir beliebig groB3e n:

lan — al + |ay+1 —al > |(an —a) — (ay+1 — a)| = |an — ans1| = 2. (3.10)

Wenn a ein Grenzwert wire, dann miisste die linke Seite ab einem kritischen Index stets
< 2¢ sein, andererseits aber auch > 2. Fiir € < 1 ist dies unmoglich. Also hat die Folge
keinen Grenzwert und ist mithin divergent. [

Eindeutigkeit des Grenzwerts

Satz: Fiir konvergente Folgen ist der Grenzwert a eindeutig bestimmt, dh es gibt genau
einen Grenzwert.
Beweis durch Widerspruch: Hitte die Folge einen zweiten von a verschiedenen
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2¢e < d b—ua 2e < d

Abbildung 3.2: Hitte eine Folge mit Grenzwert a einen zweiten von a verschiedenen Grenzwert b,
so konnte man disjunkte €-Umgebungen definieren. Ab einem bestimmten Index miissten aber alle
Folgenglieder in beiden Intervallen zugleich liegen, was nicht mdéglich ist. Daher ist der Grenzwert
eindeutig und es muss a = b gelten. Bildquelle: Wikipedia.

Grenzwert b, dann kénnen wir den Abstand d := |a — b| > 0 definieren. Nun wihlen
wir € < d/2 und definieren die beiden e-Umgebungen zu den beiden Grenzwerten,
also die beiden Intervalle Ja — €,a+ €[ und |b — €,b + €[. Diese Intervalle iiberlappen
nicht (sind disjunkt), haben also keinen Punkt gemeinsam. Ab einem bestimmten Index
miissen aber alle Folgenglieder in der e-Umgebung des Grenzwertes liegen. Dies ist
aber nicht fiir beide Grenzwerte a und b moglich. Dieser Widerspruch lasst sich nur
dadurch beheben, dass a und b keinen Abstand haben diirfen, also a = b gelten muss.
Also ist der Grenzwert eindeutig. (Veranschaulichung in Figur 3.2.) [

Rechenregeln fur Grenzwerte

Fiir zwei konvergente Folgen (a,),cn und (by,),en mit Grenzwerten a = lim,, ;. @, bzw.
b = lim,_, b, gelten die folgenden Regeln:

e Summensatz: lim,_,(a, +b,) =a+b

e Produktsatz: lim,_«(a, b,) = ab

e Quotientensatz: lim,, .. Z—Z =4 fallsb#0und Vn: b, #0
Der Faktorsatz lim,_,.(Aa,) = A a folgt aus dem Produktsatz, wenn man die konstante
Folge b,, = A wihlt.

Beispiel: Berechne den Grenzwert der Folge a,, = 30245041 Losung: Mittels Produkt-,

T 2n2—4n+6°
Quotienten- und Summensatz:
_ 3n?+5n47 . 3+2+% s g 1
A —ant6 Al g6 AmBHatn) im o
n n n n
1
=1lim(3+2+%
n—>°°( n "Z)Iimn—>oo2—%+n%
1
= (lim 3+ lim 2 + lim 5
(n—>oo n—soo 1 n_>°°n2)llmnﬁooz_llmnﬁw%_‘_hmn‘)“’n%
1 3
=34+04+0)——=—. 3.11
(3+0+ >2—0+O 2 ( )

Ganz allgemein sind bei einem Polynombruch immer die fithrenden Potenzen entscheidend.
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Uneigentliche Grenzwerte

Strebt eine divergente Folge (ay,),cn fiir groBe n zu unbegrenzt groen Werten, also falls
gilt

VAeRdng, e NVe>ny: a, > A, (3.12)

dann hat die Folge den uneigentlichen Grenzwert e und man schreibt

lim a;, = . (3.13)
n—roo
Analog schreiben wir lim,,_,. a,, = —oo, falls die Folge fiir grole n zu unbegrenzt kleinen

Werten strebt.
Wenn eine Folge einen uneigentlichen Grenzwert hat, dann nennt man diese divergente
Folge auch “uneigentlich konvergent” oder “bestimmt divergent”.

Beispiel: Die Fibonacci-Folge (a,)en = (1,1,2,3,5,8,...) ist divergent mit dem unei-
gentlichen Grenzwert lim,,_. @, = .

Beispiel: Wir betrachten die Folge a,, = ¢". Dann gilt:

0 falls |g| < 1 (konvergent),
1i_r>n Ty = 1 falls g =1 (konvergent), (3.14)
oo falls ¢ > 1 (divergent).

Fiir ¢ < —1 1st die Folge divergent, und es gibt auch keinen uneigentlichen Grenzwert.

Monotonie und Beschrdnktheit

Eine Folge (a,)nen nennen wir

® monoton wachsend, wenn gilt: VneN:a,<a,y,

e monoton fallend, wenn gilt: VneN: a, > aptq,

® nach oben beschrdnkt, wenn gilt: 3T €RVn:a, <T,

® nach unten beschrankt, wenn gilt: IT€RVn:a, > T.

Ein Folge heilit streng monoton wachsend bzw. fallend, wenn in den ersten beiden Punkten
die strikte Ungleichung a, < a, 1 bzw. a, > a, 4 gilt.

Die fiir eine nach oben (bzw. unten) beschrinkte Folge kleinst (bzw. gro3t) mogli-
che Schranke 7" bezeichnet man als Supremum (bzw. Infimum) der Folge und schreibt
Sup,,en dn (bzw. inf,cnay).

Eine Folge heif3t beschrinkt, wenn sie sowohl nach oben als auch nach unten beschrinkt
ist.

Satz: Jede konvergente Folge ist beschriankt. Und im Umkehrschluss: Jede unbeschrinkte
Folge ist divergent.”
Beweis: Konvergenz bedeutet, dass |a, —a| < € fiir hinreichend spite Folgenglieder
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Abbildung 3.3: Die Folge a, =1 — % (blau) ist monoton wachsend und beschrinkt und hat den
Grenzwert 1. Die Folge b, = 1+ % (orange) ist monoton fallend und beschrénkt und hat auch den
Grenzwert 1.

n > Ng. Dh. fiir € = 1 gilt, dass alle a,, mit n > Ny =: M im Intervall Ja— 1,a + 1] liegen.
Alle davor liegenden Folgenglieder mit n < M — 1 konnen durch das Maximum bzw.
Minimum abgeschitzt werden. Insgesamt gilt fiir alle n € N: min(ay,as,...,apy—1,a —
1) <a, <max(ay,ay,...,ay_1,a+1). Also ist die Folge beschrinkt. [1°

“Daraus folgt nicht, dass jede beschridnkte Folge konvergent ist. Und es folgt nicht, dass jede divergente
Folge unbeschrinkt ist.

bMan konnte versucht sein, zu behaupten, dass die Folge (a,) ey mit @, = nlj ein Beispiel fiir eine
unbeschrinkte (weil a; = %) und konvergente Folge (weil lim,,_,. a, = 0) ist, im Widerspruch zum soeben
bewiesenen Satz. Aber é ist keine reelle Zahl; das Folgenglied a; ist unzuléssig definiert. Also ist dies
keine erlaubte Folge.

Beispiele:

e Die Folge (a,)yen mit a, = 1 — 1 ist monoton wachsend und beschrénkt mit
sup,endn = 1 und inf,cya, = 0. Der Grenzwert der Folge ist lim,, .. a, =
limyse(l—3)=1-0=1.

e Die Folge (b),ey mit b, = 1 +}l ist monoton fallend und beschridnkt mit
sup,enbn = 2 und inf,enb, = 1. Der Grenzwert der Folge ist lim, . b, =
limye(1+3)=14+0=1.

Figur 3.3 veranschaulicht diese beiden Beispiele.

Monotoniekriterium

Satz (Monotoniekriterium): Fiir jede monoton wachsende Folge (ay,),cn reeller Zahlen
gilt: Die Folge konvergiert genau dann, wenn sie nach oben beschrénkt ist. Der Grenzwert
ist dann limy,_yc0 @, = SUP,,c G-

Beweis: Von links nach rechts (nach oben beschrinkt = konvergent) direkt: Aus der
Beschrinktheit folgt, dass die Menge aller Folgenglieder A = {a,|n € N} ein Supremum
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(kleinste obere Schranke) supA = a besitzt. Wir wihlen ein € > 0. Da die Folge monoton
wichst und es keine kleinere obere Schranke als a gibt, gilt ab einem gewissen Index N
fiir alle @, > N die Ungleichung a — € < a, < a. Also ist |a, —a| = a—a, < €, dh. die
Folge konvergiert und hat als Grenzwert das Supremum a.

Von rechts nach links (nach oben beschrinkt <= konvergent)“ indirekt durch Wider-
spruch: Wir nehmen an, dass trotz Konvergenz, dh. trotz lim,_,. a, = a die Folge nach
oben unbeschrinkt ist, es also ein Folgenglied ay gibt, sodass ay > a. Da die Folge
monoton wichst, gilt dann fiir alle n > N, dass a, > ay > abzw. a, —a > ay —a > 0.
Nun konnen wir € = ay — a wihlen. Dann gilt fiir alle n > N, dass a, —a = |a, —a| > €.
Dies widerspricht der angenommenen Konvergenz. Also muss die Annahme der Unbe-
schréanktheit falsch gewesen sein. Mithin ist die Folge nach oben beschrinkt. []

“Diese Richtung wurde schon im vorhergehenden Satz direkt bewiesen, der besagt, dass jede konver-
gente Folge beschrinkt ist. Hier wird nun eine weitere Beweismethode gezeigt.

Analog dazu konvergiert eine monoton fallende Folge genau dann, wenn sie nach unten
beschrinkt ist. Ihr Grenzwert ist dann das Infimum der Menge aller Folgenglieder.

Beispiel: Die Folge
1\~
e (1 n _> (3.15)
n

ist monoton wachsend und beschriinkt. Beweis: In den Ubungen. Die Folge konvergiert
gegen die Bulersche Zahl e: lim,,eo(1+1)" = e.

Teilfolgen und Haufungspunkte
Definition: Wir nennen (ap, )xeN = (@n, ,Any,0ns, - - .) €ine Teilfolge der Folge (ay,),en,
wenn n; < np < nz < ... gilt. Falls eine Teilfolge mit Grenzwert @’ existiert, dann
nennen wir @’ einen Héufungspunkt der Folge (a,)nen-

Beispiel: Die (divergente) Folge a, = (—1)" = (—1,+1,—1,+1,...) hat zwei konver-
gente Teilfolgen a), = (—1,—1,—1,...) und a)] = (+1,+1,+1,...). Die beiden Héu-
fungspunkte von a, sind daher ¢’ = —1 und a” = +1.

Den grofiten bzw. kleinsten Haufungspunkt einer Folge reeller Zahlen bezeichnet man
als Limes superior (limsup) bzw. Limes inferior (liminf):

limsupa, := inf sup a,,, (3.16)
n—yoo nENp>p

liminfa, := sup inf a,,. (3.17)
n—oo neNmZn

Sie stellen einen Ersatz fiir den Grenzwert dar, wenn dieser nicht existiert (siehe Figur
3.4). Falls der Grenzwert existiert, dann gibt es nur einen Haufungspunkt und es gilt
lim, e a, = limsup,_, . a, = liminf, ;. a,.

Falls eine Folge nicht nach oben (bzw. unten) beschridnkt ist, dann gibt es keinen
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Abbildung 3.4: Die Folge x,, (blau) ist beschriankt und divergent. Trotz Divergenz besitzt sie (wegen
ihrer Beschrinktheit) einen Limes superior und einen Limes inferior. Fiir jedes n stellt die rote
Kurve das Supremum (oben) bzw. Infimum (unten) fiir alle m > n dar. Das Supremum sinkt
und die groBte untere Schranke des Supremums ist inf,,cy sup,,~, X, =: limsup, _, . x,,, der Limes
superior. Ganz analog dazu steigt das Infimum und die kleinste obere Schranke des Infimums ist
Sup,,cny infy>, X, =: liminf,,_,. x,,, der Limes inferior. Bildquelle: Wikipedia.

groBten (bzw. kleinsten) Haufungspunkt. Den Limes superior (bzw. inferior) definiert man
dann als oo (bzw. —c).

Satz von Bolzano-Weierstraf3 (ohne Beweis): Jede beschrinkte Folge (a,),cn enthilt
(mindestens) eine konvergente Teilfolge, besitzt also auch einen Haufungspunkt.

Beispiel: Die Folgen a,, = %(1—%) und b, = sin 5 sind beide beschrinkt (Figur 3.5). Die
Folge a,, ist monoton wachsend und konvergiert nach dem Monotoniekriterium gegen ihr
Supremum % Dies ist auch der einzige Haufungspunkt der Folge und damit sowohl der
Limes superior als auch der Limes inferior. Die Folge b, ist divergent, hat also keinen
Grenzwert. Aber sie besitzt viele Hiufungspunkte (genau gesagt: 21 Stiick). Ein solcher
Hiaufungspunkt ist beispielsweise 0, da die Teilfolge (sin220—0”, sin420—0”,sin620—0”, c) =
(0,0,0,...) gegen 0 konvergiert. Der groBte Hiufungspunkt ist der Limes superior mit
Wert 1. Der kleinste Hiufungspunkt ist der Limes inferior mit dem Wert —1.

Cauchy-Kriterium

Das Cauchy-Kriterium erlaubt es, auch ohne Kenntnis des Grenzwerts zu entscheiden, ob
eine Folge konvergent oder divergent ist.
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Abbildung 3.5: Die Folgen %(1 - %) (blau) und sin %7 (orange) sind beide beschrinkt. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstral3 haben sie daher mindestens einen Haufungspunkt. Wihrend die
blaue Folge konvergent ist und daher nur einen Haufungspunkt hat, hat die orange Folge viele
Haufungspunkte.

Definition: Eine Folge (a,),en heit Cauchy-Folge, wenn gilt
Ve >0dN; e NVn,m > Ng : |a, —an| < €, (3.18)

also falls fiir jede Fehlerschranke € ab einem bestimmten Folgenglied mit ausreichend
groem Index Ng alle Folgenglieder um weniger als € voneinander abweichen.

Vereinfacht formuliert: Bei einer Cauchy-Folge liegen alle spiten Folgenglieder beliebig
dicht beieinander.

Satz: Eine Folge (ay),en ist genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis: Von links nach rechts (Konvergenz = Cauchy-Folge): Konvergenz bedingt
die Existenz eines Grenzwerts a = lim,,_,. a, sowie, dass es zu jedem € ein N; gibt,
sodass Vn > Ng : |a, — a| < §.% Daraus folgt (mithilfe der Dreiecksungleichung) fiir alle
n,m > Ng:

lan — am| = |(an —a) — (am —a)| < |a, — a| + |am —a| < %4—% = €. (3.19)

Von rechts nach links (Konvergenz < Cauchy-Folge): Zunichst bemerken wir, dass jede
Cauchy-Folge beschrinkt ist. Zu € = 1 existiert ein N =: M, sodass fiir n,m > M stets
lan — am| < € =1 gilt. Wegen der Dreiecksungleichung gilt |a,| — |anm| < |an — am| < 1,
dh. |a,| < 14 |a;,|. Ab Index M, dh. fiir n > M sind also alle Folgenglieder a, beschrinkt
mit |a,| < 1+ |ay|. Und fiir n < M — 1 kann man einfach das Maximum der Betrige
nehmen: Daraus folgt fiir alle n € N, dass |a,| < max(|a;], |az], ..., |ap—1],|am| + 1).
Also ist (ay),en beschriankt. Nach Bolzano-WeierstraB gibt es wegen der Beschriinktheit
eine Teilfolge (a),),cn mit einem Hiaufungspunkt, den wir a nennen. Nun miissen wir
nur noch zeigen, dass sogar die Gesamtfolge (a,),en gegen a strebt. Wir wihlen € > 0
und ein Ng, sodass (weil Cauchy-Folge) gilt: |a, — a,,| < % fiir alle n,m > N. Nun
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wihlen wir ein Folgenglied ay mit N > N und |ay —a| < §. Ein solches Folgenglied
existiert, weil die Teilfolge gegen a konvergiert. Fiir alle n > N; ist dann (mithilfe der
Dreiecksungleichung):

|an —a| = |(an —ay) + (ay —a)| < |ap —ay|+|ay —al < 5+ 5 =€. (3.20)

Also konvergiert a, gegen a. []

“Der Faktor % vereinfacht die Beweisfiihrung.

3.2 Reihen

Wir betrachten die Folge (ay)ren. Wir konnen die Folgenglieder bis zum n-ten Glied
aufsummieren, also Partialsummen (Teilsummen) bilden:

Sl =a,
Sr:=aj +ay,

S3:=a; +apy+as,

n
Su ::al—i—az—l—ag—i—...—l—an:Zak. (3.21)
k=1

Diese Partialsummen bilden selber wieder eine Folge

(Sn)nen = (81,52,83,...) = (a1, a1 +az, a1 +ax +az, ...). (3.22)

Definition: Eine Reihe (Sy),cn (oder Summenfolge oder unendliche Summe oder un-
endliche Reihe) ist die (unendliche) Folge der n-ten Partialsummen S,, = Y’} ay einer
Folge (ay)ren. Fur die Reihe schreibt man symbolisch

i a. (3.23)
k=1

Konvergenz und Divergenz
Definition: Die Reihe Y ;” | a; ist konvergent, falls

n [}
g& S, = ,}E’E}o kzl ap = kzlak (3.24)

existiert. Dann existiert der Wert (auch genannt der Grenzwert oder die Summe) S =
lim,;,_,.. S, der Reihe und wir sagen, dass S,, — § strebt. Ansonsten nennen wir die Reihe
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Abbildung 3.6: Veranschaulichung der (bei k = 1 beginnenden) geometrischen Reihe } ;" , % =
% + % + é + ... = 1. Die geometrische Folge a; = 2—1,( konvergiert hinreichend schnell gegen 0,
sodass die Reihe trotz unendlich vieler Summanden zum Grenzwert 1 konvergiert. Bildquelle:
Wikipedia.

N[
=

divergent.”

“Das Symbol };” | a; hat also zwei Bedeutungen: Zum einen bezeichnet es die unendliche Folge der
Partialsummen, also die Reihe. Zum anderen — falls er existiert — deren Grenzwert.

Cauchy-Kriterium: Die Reihe Y], a; konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-
Reihe ist, dh. wenn ihre Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden. Dann gilt

Ve>03INe eNVm >n> Ng: |Sy—Sul = lans1 +ani2+...+am| <e. (3.25)

Anders formuliert: Die Reihe konvergiert genau dann, wenn fiir alle m > n und n — oo gilt:
m
1Sy — Sl :‘ y ak( 0. (3.26)
k=n+1

Insbesondere muss fiir Konvergenz der Fall m = n+ 1 abgedeckt sein. Aus der Konvergenz
folgt also a, 11 — 0. Dieses sogenannte Nullfolgenkriterium beweisen wir spiter nochmal
explizit.

Beispiel: Fur g # 1 gilt?

Sy = i F=—"—. (3.27)

Beweis: Esist S, =14+q+q*>+...+¢" Daherist 1 +¢S, = 1+qg+¢*+...+ 4" =
S, +¢q"*!. Daraus folgt S, = (1—¢"*") /(1 —¢q). O

“Diese Folge startet mit dem Index n = 0, also beim Folgenglied Sy.

Fiir |g| < 1ist lim, ...¢""! = 0 und daher ist (fiir m > n) auch lim,, e, |S,, — S,,| = 0. Also
konvergiert die geometrische Reihe ) ¢* mit dem Wert

= 1
Y ¢ =lims, = —. (3.28)
k=0 e l—q
Beispielsweise erhalten wir fiir ¢ = + den Wert Y7, % =1+ % + % + % +...= 2. Startet
die Summe bei k = 1, so erhidlt man };” | g = Yico ¢F—1= ﬁ —1= %1' Figur 3.6

veranschaulicht diese Reihe fiir ¢ = %
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Beispiel: Die harmonische Reihe

= 1 I 1 1
—=14+-4+=-+-+... 3.29

kg‘l k + 2 + 3 + 4 * (3-29)
ist divergent. Beweis: Wir wihlen ein beliebiges n € N und betrachten die beiden
Folgenglieder (Partialsummen) S,, = 1+ % + % +...+ % sowie Sy, =1+ % + % +...+ ﬁ
Dann gilt fiir alle n:

1 1
Sop—8, = ——
2n n n—|—1+n—|—2+ +

> (3.30)

1 n 1
2n =" 2n 2
Also ist (S,),en keine Cauchy-Folge — denn dann miisste die Abweichung spiter
Folgenglieder beliebig klein sein — und daher divergent. [

Die harmonische Reihe strebt zu unbegrenzt groen Werten und hat den uneigentlichen
Grenzwert o. Wir sehen hier auf sehr eindriickliche Weise, dass es fiir die Konvergenz
der (harmonischen) Reihe nicht geniigt, dass die Glieder der (harmonischen) Folge a; = %
gegen 0 streben. Formlos formuliert: Die Folgenglieder a; streben zu langsam gegen 0,
sodass die Partialsummen S,, (dh. die Folgenglieder der harmonischen Reihe) unbeschrinkt

bis ins Unendliche anwachsen (siehe Figur 3.7).

Konvergenzkriterien

Wie konnen wir feststellen, ob eine Reihe konvergiert oder nicht? Es gibt neben dem
Cauchy-Kriterium eine Vielzahl an weiteren Kriterien. Wir besprechen im Folgenden
einige wesentliche.

Nullfolgenkriterium

Definition: Eine Folge (ay)ren heiBt Nullfolge, wenn sie gegen 0 konvergiert, also wenn
gilt lim_.a; = 0.

Satz (Nullfolgenkriterium): Gegeben eine Folge (aj)ren mit Partialsummen S, =Y} ax.
Falls (ay)ren divergent ist oder lim, . a, 7# 0, dann divergiert die Reihe (S,),en. An-
ders formuliert: Bildet die Folge der Summanden einer Reihe keine Nullfolge, dann
divergiert die Reihe.

Beweis: Nehmen wir zunichst an, dass S, gegen S konvergiert. Dann gilt, dass a,
gegen 0 konvergiert, also eine Nullfolge ist:

n n—1
lim a, = lim (Zak— Zak> = lim §, — lim S, | =S5 =0. 3.31)

Dh. im Umkehrschluss?, dass wenn a,, keine Nullfolge ist, S, divergiert. []

“(A=B)= (-B=—A)

Das bedeutet, fiir Konvergenz von S, ist lim,,_s. a, = 0 eine notwendige Voraussetzung. Es
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ist keine hinreichende Voraussetzung. Die harmonische Reihe konvergiert nicht, obwohl
die Folge a; = % eine Nullfolge ist. Symbolisch

Konvergenz von S,, = ay ist Nullfolge (3.32)

Das Nullfolgenkriterium ist sehr intuitiv: Nur dann, wenn die Folgeglieder a; gegen 0
streben, hat die Reihe S, eine Chance zu konvergieren.

k exi-

Beispiel: Die Reihe Y7 | (— 1)k divergiert. Beweis: Der Grenzwert limy_,.,(—1)
stiert nicht. Damit ist @, = (—1)¥ keine Nullfolge. Nach dem Nullfolgenkriterium muss

die Reihe divergieren.

Beispiel: Die harmonische Reihe };” | % Die Folge a; = % ist eine Nullfolge, da

sie gegen O strebt. Das Nullfolgenkriterium kann daher keine Divergenz der Reihe
begriinden und lidsst die Moglichkeit offen, dass die Reihe konvergiert (was aber in der
Tat nicht der Fall ist).

Leibniz-Kriterium

Satz (Leibniz-Kriterium) (ohne Beweis): Sei (a; )ren eine monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert die alternierende Reihe

fi(—i)kak (3.33)

Beispiel: Die alternierende harmonische Reihe

© 1 N
e B = I 3.34
LV -3t (3-34)

konvergiert, da % eine monoton fallende Nullfolge ist. Der Grenzwert ist In2.
Beispiel: Die Leibniz-Reihe
- I 1 1
=1t =—c*... 3.35
kgb( ) 2k+1 3 + 5 7 (3.35)

konvergiert, da Tlﬂ eine monoton fallende Nullfolge ist. Der Grenzwert ist 7.

Vergleichskriterium
Gegeben die beiden Folgen (ay)xen und (by)ren-

Satz (Majorantenkriterium): Wenn Vk € N : 0 < a; < by und wenn Y | b konvergiert,
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dann konvergiert ) ;° | a; mit Grenzwert

i ay S i bk. (336)
k=1 k=1

Beweis: Wir definieren wie gewohnt die Partialsummen S, = Y7, a;. Fiirallen € N
giltdann S, = Y7 ax <Y ) bx < Y bi. Alle Partialsummen sind also nach oben
beschrinkt. Andererseits wachsen wegen a; > 0 die Partialsummen. Die Folge der
Partialsummen ist also monoton wachsend und beschrinkt und muss daher wegen
des Monotoniekriteriums konvergieren. Dh. die Reihe } ;" | a; muss konvergieren mit
Grenzwert kleiner gleich };” | bx. U Intuitiv: Die monoton wachsende Folge der Partial-
summen S, = Y ';_, a; wird von oben durch den Grenzwert der Reihe } ;> | by beschriinkt
und konvergiert daher.

Satz (Minorantenkriterium): Wenn Vk € N : 0 < ag; < by und wenn Y ;° | a; divergiert,
dann divergiert } ;> ; by.

Beweis: Analog zum Majorantenkriterium. Intuitiv: Die unbeschrinkt monoton wach-
sende Folge der Partialsummen S, = }';_, ax zwingt die Reihe } ;> | by, unbeschrinkt
Zu sein.

Beispiel: Die Reihe

= 111
= = 3.37
,;lk2 P RCRET &2

konvergiert. Beweis: Zunichst zeigen wir:

Z:‘, k(k+1) :g<rm)‘<%‘%>+<%‘§>+ +<%_n—1k1>
:1_’;1. (3.38)

Die Summe in der ersten Zeile nennt man Teleskopsumme — eine endliche Summe
von Differenzen, bei der je zwei Nachbarglieder (auler dem ersten und dem letzten)
sich gegenseitig aufheben Damit konvergiert S,, — 1 fiir n — co. Nun wihlen wir

0<a;:=+"<bp:= Nach dem Majorantenkntenum muss d1e Reihe } ;7 | ax

(k+1) (k+1)
konvergleren weil };° | by = 1 konvergiert. Da };” | k2 =1+Y7, ® +1)2, konvergiert
Zk:l Z auf einen Grenzwert im Intervall [1,2]. [J Ohne Beweis: Der Grenzwert von

Yy, b ist 2 ~ 1.6449 (siehe Figur 3.7).

Beispiel: Die Reihe ) ;> \[ divergiert. Beweis : Es gilt 0 < q; := E <by:= % Da die
harmonische Reihe };° | a; divergiert, muss unsere Reihe } ;> | by wegen des Minoran-
tenkriteriums divergieren. []
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Abbildung 3.7: Die harmonische Reihe ZZ" 1 % (blau) ist divergent. Die Reihe } 7, k% (orange) ist
konvergent mit Limes %-. Die Folge ¢ = ; L strebt nicht hinreichend schnell gegen 0, im Gegensatz

zur Folge a; = ki

Quotientenkriterium

Satz (Quotientenkriterium): Es sei a; # 0 fiir alle k € N. (1) Falls

g = lim | #+L ‘ <1, (3.39)
k—roo
dann konvergiert } ;> | ax. (2) Falls ¢ > 1, dann divergiert } ;° ; ax.
Beweis: (1) Wegen 0 < g < 1 existiert ein g := ‘H , sodass g < g < 1. Aufgrund von
(3.39) gibt es ein kg € N, sodass Vk > k : |a’;: L < q. Daraus folgt

kg1

ako

o
ak—1

< g, (3.40)

ag—1 ‘ , ’ak—z‘_”
ag—2 ! lax—3

Durch Kiirzen und Umstellen erhalten wir

=k
|ag| < Mg’T‘Oq =: by. (3.41)
Da die geometrische Reihe ) ;° | by konvergiert, muss nach dem Majorantenkriterium
auch Y';° | |ax| konvergieren. Man spricht in diesem Fall von absoluter Konvergenz. Es
gilt allgemein (ohne Beweis): Konvergiert }; , |ax|, dann konvergiert }° ; ax. (2) Im
Fall g > 1 kann g, keine Nullfolge sein. Wegen des Nullfolgenkriteriums muss ) > ; ax

divergieren. [J

Beispiel: Die Exponentialreihe

ok 2B
exp(x) := Z e = 14xte X 4= 3l 4 — 10 +. (3.42)
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konvergiert fiir jedes x € R.* Beweis: Fiir x = 0 ist exp(x) = 1. Fiir x # 0 ist

‘ak+1 AT

= == ) 3.43
a ’ ’(k-l—l)! o k+1 (343)

Fiir k — oo strebt |a’;—Jl:1| — 0 < 1. Also konvergiert die Reihe wegen des Quotientenkri-
teriums. [

“Es konvergiert exp(z) sogar fiir jedes z € C.

Beispiel: Fiir die harmonische Reihe Y'i"_ } erhalten wir \“"* L= 1 — 1 fiir k — oo,
Das Quotientenkriterium kann daher keine Aussage machen, ob dlese Reihe konvergiert
oder — was ja der Fall ist — divergiert.

Wurzelkriterium

Satz (Wurzelkriterium): Es sei (ay)ren eine Folge in R oder C. Falls

g = limsup /]a;| < 1, (3.44)
k—>oo
dann konvergiert } ;” | a; absolut. Falls ¢ > 1, dann divergiert } ;> | a;.“

Beweis: Wenn g < 1, gilt mit g < g := q+] < 1 fiir alle hinreichend spiten Glieder
W <§<1.Dh.0< || <3 <1.Da d1e geometrische Reihe ¥';_ g~ konvergiert,
muss wegen des Majorantenkriteriums auch die Reihe ) ;> ( a; absolut konvergieren.
Fiir ¢ > 1 setzen wir erneut g := 1%, wobei nun 1 < g < g gilt. Ab einem gewissen
kritischen Folgenglied gilt fiir alle weiteren: W > g > 1 und damit 1 < g* < |a|. Da
die geometrische Reihe ¥;_o 7" divergiert, muss wegen des Minorantenkriteriums auch
Y _oaxk divergieren. []

“Falls der Grenzwert existiert, kann man auch einfach den Limes anstelle des Limes Superior nehmen.

Das Wurzelkriterium ist schirfer als das Quotientenkriterium, kann also auch in Fil-
len eine Entscheidung liefern, in denen das Quotientenkriterium keine Aussage machen
kann.

Beispiel' Wir betrachten die Folge (ax)ien, mit ay = 2—£k und ayy ) = %, dh.

= (1, 2,4—1,5,%,%,64, .). Hier ist |a§szl| = % und \%| = 2. Damit liefert das

Quotlentenkrlterlum keine Entscheidung. Aber wir konnen berechnen:

11
V=7 (3.45)

2k+1 2k+1 . 2k+1 1 1
lim *%/|agy | = lim *,/22“1 Jim V4 lim "o =2 (346)

Damit konvergiert die Reihe Y/, a; wegen des Wurzelkriteriums.

lim £y |a2k| = lim
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Beispiel: Wir betrachten die Reihe

= 3.47
L (347

0 0 k 0 0 0
Wir berechnen limy_.. 1/ |%] = limj_o0 W]y — -%. Hier haben wir verwendet, dass?
. C Y

=5
\k% — e fiir k — oo. Nach dem Wurzelkriterium konvergiert die Reihe also fiir alle

lc| > e und divergiert fiir alle |c| < e.

“Das ist dquivalent zur Stirlingschen Niherungsformel (fiir groBe k): k! ~ (f)k

Beispiel: Wir betrachten die harmonische Reihe } ), % Es gilt limy_, o0 \"/% =1limy_ye0 \k/%;
Betrachten wir nun v/k. Diese Folge hat den Grenzwert 1. Denn fiir jedes € > 0 gibt

es ein K¢, sodass fiir alle k > K gilt: |\’7% — 1| < €. Die letzte Ungleichung lésst sich

schreiben als k < (1+ ¢), und dies stimmt ab einem gewissen k immer, da die Funk-

tion auf der rechten Seite exponentiell wichst, die linke Seite aber nur linear. Wegen

limy oo {‘/% = 1 kann das Wurzelkriterium keine Aussage iiber die harmonische Reihe

treffen.

Potenzreihen

Definition: Eine Potenzreihe in einer Variablen x ist eine (unendliche) Reihe der Form“

flx) = i agx*. (3.48)
k=0

“Strenggenommen haben Potenzreihen die Form f(x) = Yo ax (x — x0)¥. Wir betrachten hier den
Fall mit Entwicklungspunkt xy = 0.

Potenzreihen spielen eine grundlegende Rolle in der Analysis, insbesondere im Rahmen
von Taylor-Reihen, die es ermoglichen, analytische Funktionen durch Potenzreihen dar-
zustellen. In der Funktionentheorie erlauben Potenzreihen oft eine sinnvolle Fortsetzung
reeller Funktionen in die komplexen Zahlen.

Zu beachten ist hier die Anderung der Notation im Vergleich zu den vorangegangenen
Kapiteln. In der Potenzreihe )7 a;x* heiBen die summierten Folgenglieder nicht ay
sondern a; xX.

Konvergenzradius

Satz: Fiir jede Potenzreihe f(x) gibt es einen Konvergenzradius r € RU {0}, sodass gilt:
e f(x) ist konvergent fiir alle |x| < r,
e f(x) ist divergent fiir alle |x| > r.
Beweis: Wegen des Wurzelkriteriums konvergiert die Potenzreihe f(x), wenn gilt:

limsupy_,., v/|axxk| = |x|limsup;_, ., /|ax| < 1. Mit L := limsupy_, ., </|a| ist die Be-
dingung fiir Konvergenz also |x| < 7 =: r. Wenn |x| > r, dann divergiert die Reihe.
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= |

Wir unterscheiden drei Fille:

1 falls L€ R\0,
r={ oo fallsL=0, (3.49)
0 falls L = o.

Falls r = 7, dann konvergiert (divergiert) f(x) fiir alle [x| < + (|x| > 7). Falls r = o, dann
konverglert f(x) fiir alle x. Falls r = 0 ist, dann divergiert f(x) fiir alle x # 0.
Oft ist es einfacher, das Quotientenkriterium heranzuziehen. Mit L := hm;H,x,\ "* :

a x
hat man wegen des Quotientenkriteriums dann Konvergenz, wenn |~£—— ] =Llx| < 1.

Der Konvergenzradius ist r := %

Beispiele: Wir listen ein paar bekannte Potenzreihen samt ihrem Konvergenzradius r

auf:
1 (>}
=Y F=l4x+x7+20+. r=1, (3.50)
1—x =0
o _k 2 3
X X X
exp(x)zlgﬁzl+x+5+§+... r = oo, (3.51)
oo 2k+1 3 5
sm(x)_kgo( 1) (2k+1)!—x 3!+5!:|:... r = oo, (3.52)
oo 2k 2 4
X X X
cos(x) :I;O(—l)k(zk)! SLRE TR r= oo, (3.53)
0o xk 2 3
ln(1+x):Z(—l)kHE:x—E—f—%:F... r=1, (3.54)
k=1
1 1, 1.3 4
Vvi+x= +§x—2.4x —|—2.4.6x F... r=1, (3.55)
0 _kk—lxk
Wx) =Y % r=1. (3.56)

Die Lambertsche W-Funktion ist die Umkehrfunktion zu x exp(x), dh. W (xexp(x)) =

Beispiel: Wir beweisen r = 1 fiir die Reihe IL—x =Yoo x* in (3.50). Dazu verwenden
wir das Quotientenkriterium: L = limy_,e |a’;: L = % = 1. Der Konvergenzradius ist
daherr =+ =1.0

Beispiel: Wir beweisen r = oo fiir die Reihe exp(x) = Y.;°_ )li—]: in (3.51). Dazu verwenden

wir das Quotientenkriterium: L = limy_, | a’;:‘

. k! . 1
| =limy_,e 5y ike limy;co 757 = 0. Der
Konvergenzradius ist daher r = co. []
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Satz: Seien f(x) = ¥ fix* und g(x) = Y7, gxx* zwei Potenzreihen mit Konver-
genzradius 7 bzw. ry. Setze r := min(rs,r,). Dann ist A(x) = Yo (fi + gx) x* eine
Potenzreihe mit Konvergenzradius > r und es gilt

h(x) = f(x)+g(x). (3.57)

Beweis: Mittels Summensatz fiir Limites sowie Distributivgesetz:
f(x)+g(x) = lim kaxk+ lim ngx

<szka+ ngx )

Z fetg) X =h(x). O (3.58)

Ohne Beweis: Fiir die Multiplikation gilt: 2(x) = Y7 Zéc:o f1 8k xX* ist eine Potenz-
reihe mit Konvergenzradius > r und es gilt 2(x) = f(x) g(x).

Die Exponentialreihe
Fiir die Exponentialreihe gilt das Additionstheorem (Beweis durch explizites Ausrechnen)
exp(x+y) = exp(x)exp(y). (3.59)

Mit x = 1 und y = n — 1 konnen wir schreiben: exp(n) = exp(1)exp(n — 1). Und dann
rekursiv weiter schreiben: exp(n) = exp(1)exp(n — 1) = exp(1)exp(1)exp(n —2) usw.
Mithin:

exp(n) = exp(1)". (3.60)
Wir setzen
e:=exp(l) =2.718... (3.61)

wobei e Eulersche Zahl heifit.! Damit haben wir mithilfe von (3.60) somit exp(n) = " fiir
neN.

Dies konnen wir auf rationale Argumente erweitern: Die Zahl 1 konnen wir zerlegen
inn Terme: 1 = %+,ll—|—...~|—}l. Somit gilt

e=exp(l) = exp(% + % +...+ ,11) = exp(%) exp(%) e exp(%) = exp”(,ll). (3.62)

Wir ziehen die n-te Wurzel. Dies liefert en = exp(%). Nun nehmen wir die m-te Potenz,

'Die Eulersche Zahl kann auch iiber den Grenzwert e = lim,_..(1 + 1 )" definiert werden.
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mit m € N, und bekommen:

e';; —GXp ( ) _exp%exp}% ...exp}% :exp(%) (3.63)
mEal

Da die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen, gilt sogar fiir alle x € R:
e’ = exp(x). (3.64)

Die Exponentialfunktion ist sogar fiir alle z € C konvergent. Fiir die imaginére Zahl
z = i@ bekommen wir unter Verwendung der Potenzreihen fiir den Sinus (3.52) und
Cosinus (3.53) die Darstellung fiir den Einheitskreis in der komplexen Ebene:

oo . k
ip_ . (”P)
e eXp(l(P) _kgo k'
_ i (i(p)Zk + oo ( ¢)2k+l
= (2k)! (2k+1)
oo - (P2k+1
:k;)( 2k LY
cos @ +isin@. (3.65)

Hier wurde i?f = (i?)¥ = (—1)F und %+ = i' . ) = i (—1)* verwendet. Damit haben wir
iber Potenzreihen die beriihmte Eulersche Formel hergeleitet.
Mit der Eulerschen Formel konnen wir die Eulersche Identitit formulieren:

T —cosm+isinTt=—1. (3.66)

Diese Identitit kann man leicht umformen zu einer Gleichung, die bisweilen als die
“schonste Formel der Mathematik” bezeichnet wird:

éF+1=0 (3.67)

Hier werden die fiinf wichtigsten mathematischen Konstanten vereint: Das neutrale Ele-
ment der Addition 0, das neutrale Element der Multiplikation 1, die Eulersche Zahl e, die
Kreiszahl 7 sowie die imaginire Einheit i.



4. Stetigkeit

Stetige Funktionen

Eine stetige Funktion (oder Abbildung) hat die Eigenschaft, dass hinreichend kleine
Anderungen des Arguments x nur beliebig kleine Anderungen des Funktionswerts f(x)
verursachen. Vereinfacht formuliert: Stetige Funktionen kann man zeichnen, ohne den Stift
bzw. die Kreide absetzen zu miissen.

Stetige Funktionen sind von fundamentaler Bedeutung in den Natur- und Ingenieur-
wissenschaften, weil viele relevante Groflen stetige Funktionen von anderen Groéfen sind.
Beispielsweise beschreibt man in der klassischen Physik die Bahn eines sich bewegenden
Teilchens durch einen dreidimensionalen Ortsvektor, wobei alle Komponenten stetige
Funktionen der Zeit ¢ sind: r(¢) = (x(¢),y(t),z(¢)). Teilchen miissen sich kontinuierlich
durch den Raum bewegen und kénnen nicht von einem Ort an einen anderen springen.
In der Quantenphysik werden Systeme durch eine (komplexe) Wellenfunktion y/(r,?)
beschrieben, die sich stetig in der Zeit entwickelt. Zu jedem Zeitpunkt ¢ gibt der Absolut-
betrag der Wellenfunktion die Wahrscheinlichkeit an, dass sich das Quantensystem am Ort
r befindet.

Wir bleiben vorerst noch bei Funktionen von einer Variablen: Gegeben sei eine Funktion
f i la,b|— R, x— f(x), wobei das offene Intervall ]a,b[ auch ganz R sein kann. Wir
interessieren uns fiir den Funktionswert an der Stelle xg.

Definition mittels Grenzwerts von Funktionen: Die Funktion f heif3t stetig an der Stelle
I X0 € |a, b, falls der Grenzwert yq := lim,_,, f(x) existiert mit yo = f(xo).

Definition mittels Grenzwerts von Folgen: Die Funktion f hat an der Stelle xy den
Grenzwert yy, falls fiir jede Nullfolge (h,),cn (dh. lim,,—. 1, = 0) gilt:

,}E‘}of(x0+hn) = y0. 4.1)

Die Funktion f heifit stetig an der Stelle xo € |a, b|, falls yo = lim,,_, f (xo + 5, ) existiert
und der Grenzwert gleich dem Funktionswert an dieser Stelle ist: yo = f(xp) € R.
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Y

To

Abbildung 4.1: Diese Funktion f(x) ist an der Stelle x( unstetig. Der Funktionswert an der Stelle
xo ist f(xo), aber der Grenzwert lim,_, f(x) existiert nicht. Bildquelle: Wikibooks.

Die Funktion f heift stetig im Intervall |a, b[, wenn sie stetig ist fiir alle xg € ]a, b|.
Formalisiert: f ist stetig im Intervall |a, b], wenn

Vxo € Ja,b[ ¥ (hn)nen : nh_rg.}ohn =0= ,}gglof(xo +hy) = f(x0). 4.2)

Figur 4.1 veranschaulicht eine an der Stelle xy unstetige Funktion.

Beispiel: Die Funktion f : R — R mit f(x) = x ist stetig in ganz R. Beweis: Fiir alle
Xo € R und fiir jede Nullfolge (h,),cn gilt

Tim f(x0+ hy) = lim (04 hy) = o+ lim h, = xo = f(xo). (4.3)

X0 € R und fiir jede Nullfolge (h,),en gilt

Tim f(x0+hn) = lim (xo +hy)* = lim (x5 +2x0h +hy)
= x5+ 2x0 lim , + (lim £,)* = x5 = f(xp). (4.4)
n—oo n—oo

Beispiel: Die Funktion f :]0,00[ — ]0,00[ mit f(x) = {/x ist stetig im ganzen Definiti-
onsbereich Rx(. Beweis: In den Ubungen.

Beispiel: Die Betragsfunktion f : R — R mit f(x) = |x| ist stetig in ganz R. Beweis: In
den Ubungen.

‘ Beispiel: Die Funktion f : R — R mit f(x) = x? ist stetig in ganz R. Beweis: Fiir alle
I Beispiel: Die Vorzeichenfunktion f : R — R mit f(x) = sgn(x) ist stetigin R\ {0} =



)

D(x)

0.5F

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Abbildung 4.2: Die Dirichlet-Funktion D(x) bildet alle rationalen Zahlen auf 1 ab (blau) und alle
irrationalen Zahlen auf O (orange). Sie ist in jedem Punkt unstetig.
] —0,0[ U |0, o0[. Beweis: Fiir alle xo # 0 gilt fiir alle Nullfolgen (%,,),en:
lim flxo+hy) = lim sgn(xo + hy,) = sgn(xg) = f(xo)- 4.5)
n—oo n—yoco

Aber in xo = 0O fithren zwei verschiedene Nullfolgen zu verschiedenen Limites:

1. g T 1y _
by =— r}grolof(xo + hy) —’}ggosgn(—z) =1, (4.6)
hy, = +% : ’11i_r>130f(x0+hn) :r}i_rgsgn(Jr%) =+1. 4.7)

Es gilt aber f(xo = 0) = 0. Die Nullfolge 4, = 0 wiirde das richtige Ergebnis bringen.
Aber fiir Stetigkeit ist gefordert, dass alle Nullfolgen zum gleichen Limes f(xp) fithren.
Also ist f(x) iiberall stetig auBer an der Stelle 0. [J

Beispiel: Eine sogar in jedem Punkt unstetige Funktion ist die Dirichletsche Sprung-
funktion (Figur 4.2)

1 falls x rational, dh. falls x € Q,

4.
0 falls x irrational, dh. falls x € R\ Q. (4.8)

D)~ {
Dies ist ein sogenanntes pathologisches Beispiel, dh. eine Situation, die zwar mathe-
matisch wohldefiniert ist, aber unserer Anschauung widerspricht und unerwiinschte
Eigenschaften aufweist.

Epsilon-Delta-Kriterium

Wir haben zwei Definitionen fiir die Stetigkeit einer Funktion f im Punkt xy kennengelernt,
niamlich
1. Der Grenzwert yq := lim,_, f(x) existiert mit yo = f(xo).
2. Fiir jede Nullfolge (h,),en existiert yg := lim, . f(xo + h,) mit yo = f(xo). Dies
kann man auch so schreiben: Fiir jede Folge (x,),eny mit lim, X, = xo gilt
limy, o0 f(xn) = f(x0).

Wir fiigen nun noch eine dritte Definition hinzu, ndmlich das sogenannte
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f(xo) +¢€

F@o) = e —1

560—5 Zo $0+(5’

Abbildung 4.3: Veranschaulichung der €-8-Definition von Stetigkeit. Eine Funktion f(x) ist genau
dann stetig im Punkt xp, wenn fiir jede Fehlerschranke € > 0 eine Schranke & > 0 gefunden werden
kann, sodass alle Argumente in der §-Umgebung von xj auf Funktionswerte in der e-Umgebung
von f(xo) abgebildet werden. Bildquelle: Wikibooks.

Epsilon-Delta-Kriterium: Die Funktion f ist stetig in xq, falls zu jeder Fehlerschranke
€ > 0ein & > 0 existiert, sodass fiir alle x mit |x —xp| < 0 gilt, dass | f(x) — f(xo)| < €.
Formal:

Ve>038>0: [x—xo| <d=|f(x)— flxo)| < €. 4.9)

Intuitiv formuliert, bedeutet dies, dass zu jeder erlaubten Anderung des Funktionswertes
eine hinreichend kleine Anderung im Argument gefunden werden kann, sodass man in der
erlaubten Umgebung des Funktionswerts bleibt (Figur 4.3).

Beispiel: Die Funktion x ist stetig in ganz R. Beweis: Wihle € > 0. Dann soll es ein &
geben, sodass fiir alle x und xp mit |x —xg| < & gilt: |f(x) — f(x0)| =[x —x0| =0 < €.
Mit jedem & < € ist das erfiillt, zB. also mit § = §. [

Beispiel: Die Funktion x? ist stetig in ganz R. Beweis: Wihle € > 0. Dann soll fiir alle x
und xp mit |x —xp| < & gelten, dass |f(x) — f(x0)| < €. Wir berechnen:

(%) = f(x0)| = [¥* —x5] = |(x —x0) (x+x0)| = [x = x0] |x + %o
< O |x+x0| = 6 |x — x0 + 2x0|
< 8 (|x—xo0| +2|xo|) < 8 (8 +2|x0]) = 8% +2|x0]8. (4.10)

Von Zeile 2 auf 3 wurde die Dreiecksungleichung verwendet. Wir setzen 8 +2|xo|8 =
€ und 16sen die quadratische Gleichung. Die beiden Losungen sind 8+ = —|xg|

V/|x0|* + €. Nur die Losung 8 = —|xo| + 1/|xo0|? + € ist positiv. Damit erhalten wir:
F(x) = f(x0)| < 8% +2x0|8 =€ (4.11)

Man beachte, dass 6 nicht nur von € abhingt, sondern auch von der Stelle xy. Aber man
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kann fiir jedes € an jeder Stelle xy das entsprechende 6 = —|xo| + \/|xo|? + € angeben,
sodass das Epsilon-Delta-Kriterium erfiillt ist. Also ist x° stetig in ganz R. [J

Einseitige Grenzwerte

Néihert man sich der Stelle xq iiber Nullfolgen von der linken (bzw. rechten) Seite oder
fordert man das Epsilon-Delta-Kriterium bloB fiir x-Werte, die links (bzw. rechts) von xq
liegen, dann erhélt man den linksseitigen (bzw. rechtsseitigen) Grenzwert

lim_f(x), (4.12)
Jim_f(x). (4.13)

Wenn sowohl der links- als auch der rechtsseitige Grenzwert existieren und iibereinstimmen,
dann existiert der (beidseitige) Grenzwert, und umgekehrt.

Beispiel: Die Funktion f(x) = x? ist stetig in ganz R und hat an der Stelle xq den
Grenzwert x(z). Daher stimmen links- und rechtsseitiger Limes mit dem (beidseitigen)
Limes iiberein: limy_,y,— f(x) = limy_s x4 f(x) = limy_, f(x) = x(z).

Beispiel: Die Funktion f(x) = sgn(x) hat an der Stelle xo = 0 den linksseitigen Grenz-
wert lim,_,o_ sgn(x) = —1 und den rechtsseitigen Grenzwert lim,_,o.+ sgn(x) = 1. Spe-
zielle Nullfolgen wurden in (4.6) und (4.7) gewihlt, aber die Aussagen halten fiir alle
Nullfolgen A, < 0 bzw. h, > 0. Da an der Stelle 0 links- und rechtsseitiger Limes nicht
iibereinstimmen, existiert an dieser Stelle kein Grenzwert und die Funktion ist an dieser
Stelle unstetig.

Beispiel: Die Funktion f(x) = % ist stetig in R\ {0}. Fiir alle xo # 0 gilt fiir alle
Nullfolgen (A,)nen:
1

lim f(xo+ ) = lim e = = = f(x0) (4.14)

Alsoist f(x) stetig an allen Stellen xo # 0. An der Stelle xo = 0 hat f(x) den linksseitigen
und rechtsseitigen (uneigentlichen) Grenzwert

hy <0 lim f(xo+hy) = lim = oo, (4.15)
n—oo

hy >0 lim f(xo+hy) = lim N - = oo, (4.16)
n—yoo

Der Limes an der Stelle xo = 0 existiert daher nicht und mithin ist f(x) an dieser Stelle
unstetig (Figur 4.4). Die Unstetigkeit an dieser Stelle folgt auch schon daraus, dass f(0)
undefiniert ist, also x = 0 nicht Teil der Definitionsmenge ist.
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100

501

XNl x 1=

-1.0 -0.5 r 0.5 1.0

-100]-

Abbildung 4.4: Die Funktion f(x) = 1 (blau) ist stetig in R\ {0}. Im Punkt xo = 0 ist der linksseitige
Limes —eco, wihrend der rechtsseitige Limes +-oo ist. An der Stelle O ist die Funktion daher unstetig
und besitzt keinen Grenzwert, nicht einmal im uneigentlichen Sinn. Die Funktion f(x) = x% (orange)
ist stetig in R\ {0}. An der Stelle O ist sie zwar unstetig, besitzt aber den uneigentlichen Grenzwert
oo.

Beispiel: Die Funktion é ist stetig in R\ {0}. Fiir alle xp # 0 und jede Nullfolge (%, ),en
gilt

. . 1 1
r}glgof(xo+hn) = ’}%W = x_% = f(xo)- 4.17)

Also ist f(x) stetig an allen Stellen xg # 0. An der Stelle xy = 0 stimmen der links- und
rechtsseitige Limes iiberein:

iy <0 lim f(xo + /) = lim g = o, (4.18)
hy >0 lim f(x0 + ) = 13130,3—2 — oo, (4.19)

An der Stelle xy = 0 existiert also der uneigentliche Grenzwert oo (Figur 4.4). Dies ist
aber keine reelle Zahl. Also ist die Funktion an der Stelle O unstetig. Die Unstetigkeit
an dieser Stelle folgt auch schon daraus, dass f(0) undefiniert ist, also x = O nicht Teil
der Definitionsmenge ist.

Kombinationen stetiger Funktionen

Summen, Produkte, Quotienten

Satz: Summen, Produkte und Quotienten von stetigen Funktionen sind wieder stetig.
Seien f(x) und g(x) stetige Funktionen in |a, b[. Dann gilt

1. f+ giststetigin |a,b].

2. f-giststetigin]a,b|.

3. Wenn Vx € Ja,b] : g(x) # 0, dann ist g stetig in |a, b|.
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Beweis von 1. Wir benennen F := f + g. Fiir alle Nullfolgen (%, ),cn gilt (mithilfe
des Summensatzes fiir Grenzwerte):

lim F(xo + hy) = ’}iilgo[f(xo + hy) + g(x0 + )]

= r}i_rgof(xo +hy) +r}i_r>r°1°g(x0 +hy)
= f(x0) +g(x0) = F(x0)- (4.20)

Also ist f + g stetig fiir alle xg in |a,b| mit Grenzwert f(xp) + g(xp). O Die Punkte 2.
und 3. konnen auf dhnliche Weise bewiesen werden.

Mit diesem Satz folgt aus der Stetigkeit der Funktion g(x) = x sowie der Stetigkeit
aller konstanten Funktionen ¢ (x) = a; die Stetigkeit aller Potenzreihen

f(x) = co(x) +c1(x) g(x) +ca(x) g(x) g(x) +c3(x) g(x) g(x) g(x) + ...

:ao+a1x+a2x2+a3x3—|—...: Zakxk 4.21)
k=0

Verkettungen und Umkehrfunktionen

Satz (ohne Beweis): Verkettungen von stetigen Funktionen sind wieder stetig. Sei f(x) :
X — Y stetig, und sei h: Y — Z stetig. Dann ist ho f : X — Z stetig.

Beispiel: Die Funktionen sin(x) und x? sind stetig in ganz R. Also sind auch die
Funktionen sin®(x) und sin(x?) stetig in ganz R.

Satz (ohne Beweis): Umkehrfunktionen von stetigen (bijektiven) Funktionen sind wieder
stetig.

Beispiel: Die Exponentialfunktion exp(x) ist stetig in ganz R. Also ist auch die Um-
kehrfunktion In(x) stetig in ganz R.

Der Zwischenwertsatz

Der Zwischenwertsatz besagt, dass eine reelle Funktion f, die auf einem abgeschlossenen
Intervall |a, b] stetig ist, jeden Wert zwischen f(a) und f(b) mindestens einmal annimmt
(Figur 4.5). Formal:

Zwischenwertsatz: Sei —oo < a < b < oound f : [a,b] — R stetig. Dann gibt es zu jedem

s € [min(f(a), £ (b)), max(f(a), £(b))] ein x € [a, ] mit f(x) =s.
Beweis: Der Beweis des Zwischenwertsatzes erfolgt konstruktiv iiber das sogenannte
Bisektionsverfahren. Wir nehmen an, dass f(a) < f(b) ist, also gilt f(a) < s < f(b);
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Abbildung 4.5: Zwischenwertsatz: Sei f(x) eine auf [a, b] stetige Funktion. Dann wird jeder Wert s,
fiir den gilt min(f(a), f(b)) < s <max(f(a), f(b)), von der Funktion mindestens einmal erreicht,
dh. es gibt mindestens ein x € [a,b], sodass f(x) = s. Bildquelle: Wikipedia.

der andere Fall f(b) < s < f(a) funktioniert ganz analog. Wir setzen zu Beginn

_ap + b
= B

a) - —a, bl = b, X1 - (4.22)
und berechnen y; := f(x]), also den Funktionswert in der Mitte.

e Falls y; =, ist x| eine Losung.

e Falls y; < s, setze ap := x1 und b, := by.

e Falls y; > s, setze ap := aj und by := x;.

Nach diesem ersten Schritt hat man entweder eine Losung gefunden (erster Fall) oder
den Intervall halbiert (zweiter oder dritter Fall). Im zweiten Schritt halbiert man wieder
das Intervall, priift und versetzt eine Grenze. Und so weiter und so fort.

Allgemein: x,, := @. Falls x,, = s, ist eine Losung gefunden. Falls f(x,) < s, setze
ant1 = Xxpund b,y :=b,. Falls f(x,) > s, setze a,+1 := a, und b, ;| := x,,. Die Folgen
(ay) bzw. (by,) sind monoton wachsend bzw. fallend und beschrinkt. Daher sind sie nach
dem Monotoniekriterium konvergent, dh. es existiert

lim a, = @, (4.23)
n—»o0
lim b, = f. Q2
n—soo

Andererseits wissen wir, dass die Distanz der Folgenglieder exponentiell fallt:

b—a
O — Oy = o= (4.25)
Das impliziert:
,}Ln;(b”_a”) :r}grgo(bn) —}}glgoan =B—a=0. (4.26)

Mithin ist &« = . Nun miissen wir aber noch zeigen, dass an dieser Stelle x = o = 3 der
Funktionswert s erreicht (und nicht etwa unstetig iibersprungen) wird. Der links- und
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rechtsseitige Limes von f sind:

lim f(a) <, 4.27)
lim f(b,) > s. (4.28)

Wegen der Stetigkeit von f miissen diese beiden Grenzwerte iibereinstimmen und zum
Funktionswert an dieser Stelle x = o = 3 fithren. Es muss also gelten:

f(@) = £(B) = lim f(an) = lim f(bs) =s. (429)

Mithin wird der Wert s erreicht. [

Der letzte Schritt im Beweis ist essentiell. Nehmen wir zur Veranschaulichung die
Signumfunktion f(x) = sgn(x) im Intervall [—1,1] und s = % Das Bisektionsverfahren
liefert @ = 8 = 0. Aber der links- bzw. rechtsseitige Limes sind lim,,_, f(a,) = —1 bzw.
lim,,_,e f(b,) = +1. Dh. die Funktion ist an dieser Stelle unstetig. Der Wert s wird nicht
erreicht. Die Unstetigkeit der Signumfunktion hebelt den Zwischenwertsatz aus, der nur
fiir stetige Funktionen gilt.

Eine anschauliche Animation des Bisektionsverfahrens (mit leicht anderer Notation)
findet man hier.


https://de.wikipedia.org/wiki/Bisektion#/media/Datei:Bisektion_Ani.gif




5.1

5. Differentialrechnung

Die Aufgabe der Differentialrechnung ist die Untersuchung lokaler Verdnderungen von
Funktionen. Wihrend eine stetige Funktion ihren Argumenten kontinuierlich Bildwerte
zuordnet, zeigt die Differentialrechnung, wie stark dieser Zusammenhang ist, also wie
stark sich der Bildwert dndert, wenn man das Argument variiert. Anschaulich ist die
Aufgabenstellung der Differentialrechnung also die Bestimmung der Steigung oder der
Tangente in einem Punkt einer beliebigen Funktion.

Dieses sogenannte Tangentenproblem reicht zuriick bis in den Anfang des 17. Jahr-
hunderts. Erst Ende des 17. Jahrhunderts gelang der Durchbruch: Isaac Newton und
Gottfried Wilhelm Leibniz (Figur 1) 16sten das Problem unabhingig voneinander und mit
unterschiedlichen Ansitzen. Newton verwendete einen physikalischen Ansatz iiber die
Momentangeschwindigkeit von Korpern, Leibniz einen geometrischen.

In einer Variablen

Differenzenquotient

Wir betrachten eine Funktion f und interessieren uns fiir die Steigung an der Stelle xo.
Dazu betrachten wir die Funktion an der Stelle xg und an der Stelle xg + Ax, mit einer
“Schrittweite” Ax > 0. Durch die beiden Punkte (xq, f(xp)) und (xg + Ax, f(xo + Ax))
konnen wir eine Gerade legen, genannt Sekante. Der Differenzenquotient ist die Steigung
dieser Sekante (Figur 5.1):

_ Ay _ flo+Ax) — flxo) _ f(xo+Ax) — fxo)

S = =
A7 Ax (x0 + Ax) — x Ax

5.1

Strenggenommen ist das der sogenannte Vorwirts-Differenzenquotient. Der Riickwérts-
Differenzenquotient verwendet die Sekante durch die Punkte (xo — Ax, f(xo — Ax)) und
(x0, f(x0)): W Der zentrale Differenzenquotient verwendet die beiden Punkte

(xo — Ax, f(xp — Ax)) und (xg + Ax, f(x0 + Ax)): f(x0+AX%;{(XO*Ax).
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A
f(zo + Ax)
AY
f(l'o)
Ax
/ T To + Ax > T

Abbildung 5.1: Der Vorwirts-Differenzenquotient einer Funktion f (rot) an der Stelle xq ist die
Steigung der Sekante (griin), die durch die Punkte (xo, f(xo)) und (xo + Ax, f(xo + Ax)) geht,
wobei Ax > 0. Wenn Ax gegen 0O geht, nihert sich die Sekante der Tangente (blau) an. Bildquelle:
Wikipedia.

Differenzierbarkeit

Die Steigung der Funktion in einem Punkt xq ist durch die Steigung der Tangente in diesem
Punkt gegeben. Die Tangente erhélt man, wenn man fiir die Sekante Ax gegen 0 gehen
lasst. Dies fiihrt zu folgender
Definition (Differenzierbarkeit): Sei f : |a,b[— R mit a,b € RU{—co,+o0}. Die Funk-
tion f heiBt differenzierbar an der Stelle xq € |a,b|, wenn fiir alle Nullfolgen (%, ),en
mit i, # 0 der eigentliche Grenzwert

i G0+ 7ta) — f(x0)

n—eo h,,

(5.2)

existiert, dh. eine reelle Zahl ist. Dann schreibt man fiir diesen Grenzwert f’(xo) und
nennt ihn die erste Ableitung von f in xo.

Man nennt f differenzierbar auf dem Intervall |a,b[, wenn f in jedem Punkt xy €
|a, b differenzierbar ist. Die Funktion f”: |a,b][ — R, x — f’(x) ist die Ableitung (oder
Ableitungsfunktion) von f.

Beispiel: Die Funktion f(x) = x? ist differenzierbar auf ganz R. Beweis: Fiir jedes
X0 € R und jede Nullfolge (hy),cn mit A, # 0 gilt

lim f(xo+hn) — f(x0) — lim x(2)+2xohn+h,2l—x6

n—soo h, n—reo hy

= lim (2% + ha) = 2% =: f'(x0). O (5.3)

Ohne Beweis: Allgemein gilt, dass f(x) = x” mit p € R auf ganz R differenzierbar ist
mit der Ableitungsfunktion f’(x) = px”~!. Figur 5.2 zeigt die Graphen fiir die Funktion
f(x) = x* und ihre Ableitung f'(x) = 3x°.
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Abbildung 5.2: Die Funktion f(x) = x° ist differenzierbar auf ganz R. Die Ableitungsfunktion
f(x) = 3x? hat an jeder Stelle xo genau den Wert, der der Steigung der Tangente der urspriinglichen
Funktion f(x) an der Stelle x( entspricht. Beispielsweise hat an der Stelle xy = 4 die Steigung der
Tangente im Punkt (4, f(4) = 64)) den Wert f'(4) = 48.

Satz (ohne Beweis): Aus der Differenzierbarkeit einer Funktion (in einem Punkt bzw.
Intervall) folgt deren Stetigkeit (an dieser Stelle bzw. auf diesem Intervall).

Im Umkehrschluss ist daher eine nicht stetige Funktion auch nicht differenzierbar.
Andererseits muss eine stetige Funktion aber nicht notwendigerweise differenzierbar sein:

Differenzierbarkeit Z. Stetigkeit (5.4)

Differenzierbarkeit ist also das “starkere” Kriterium. Das sehen wir anhand von folgendem

Beispiel: Die Betragsfunktion f(x) = |x| ist, wie wir schon wissen, stetig in ganz R.
Aber sie ist nicht differenzierbar im Punkt xo = 0. Verschiedene Nullfolgen fiithren zu
verschiedenen Grenzwerten:

ha| — I
im ot fnl = ol _ o F1/m

_ _ 1. = —

by =— r}%w hn i 1, (5.5)
1. g oA =lxl . +1/n

hy =+ : '}glgo—hn —r}l_r>r01°+1/n =+1. (5.6)

Wenn wir uns xo = 0 von links bzw. rechts annihern, ist die Steigung —1 bzw. +1. An
der Stelle xo = 0 gibt es daher keinen Grenzwert. Die Betragsfunktion ist differenzierbar
nur auf R\ {0}. Dort, also fiir alle x # 0, ist die Ableitungsfunktion f’(x) = |x|' = o=
sgn(x).

Kombinationen differenzierbarer Funktionen

Summen, Produkte, Quotienten

Satz: Seien f(x) und g(x) differenzierbare Funktionen auf ]a,b[. Dann gelten:
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1. Summenregel: f + g ist differenzierbar auf |a,b[ mit (f +g)'(x) = f'(x) + & (x).

2. Produktregel: f-g ist differenzierbar auf |a,b[ mit (fg)'(x) = f'(x) g(x) + f(x) &' (x).

3. Quotientenregel: Wenn Vx € ]a,b[ : g(x) # 0, dann ist Jé differenzierbar auf |a, b]
mit (Jé)’(x) _f (x)g(z))zzg(X)g ()

Beweis von 1. Mittels Summensatz von Grenzwerten:

(f +8)(xo+hn) — (f +8)(x0)]

(f+8) () = lim

n—yoo hn
— lim f(x0 +hn) +g(x0 + ha) — [f (x0) +g(x0)]
o n—yoo hn
— lim f(x0+h2) — f(xo0) + lim 8(x0+h2) —g(x0)
= f'(x0) + &' (x0)- (5.7)

Beweis von 2. Mittels Produktsatz, Summensatz und Stetigkeit:

(fg)'(x0) = lim (f8)(xo+ hn) — (f8) (x0)

B S (x0 =+ hy)g(xo+hn) — f(x0)g(x0)

n—soo hy,

— lim (f(xo+hn)g(xo+hn)*f(xo)g(onrhn) + f(XO)g(x0+hn)*f(X0)g(x0))

n—oo hn hn

= lim w’}g&g@o_i_h )+ hm f(xo) x0+h;l,) (0))

n—yoo n

= f'(x0) g(x0) + f(x0) &' (x0). (5.8)

Hier wurde die Stetigkeit von g verwendet, dh. lim,, . g(xo + /,) = g(x0).

Mit diesem Satz konnen wir nun ganz dhnlich wie im Kapitel zur Stetigkeit fiir Kombi-
nationen von differenzierbaren Funktionen zeigen, dass sie differenzierbar sind.

Beispiel: Wir betrachten die auf ganz R differenzierbare Polynomfunktion f(x) =
3x? 4+ 2x4 1. Mit der Summen- und Produktregel erhalten wir die erste Ableitung:

fl(x)=(Bx+2x+1)
= (3x%) + (2x)' + (1)
=@ +3() +(2) x+2(x) + (1)
=6x+2. (5.9)

Beispiel: Gegeben eine Potenzreihe f(x) = Yo, a;x* mit Konvergenzradius r. Die
Funktion f(x) ist differenzierbar auf | — r,r[. Die erste Ableitung ist

=Y agkx*! (5.10)
k=1



5.1 In einer Variablen 67

I und hat wieder den Konvergenzradius r.

Beispiel: Die Exponentialfunktion e* = exp(x) = Y.;”, ’,i—]j ist differenzierbar auf ganz R.
Die erste Ableitung ist

exp’(x) = <i );_’j)’ - i k);:!_l

k=0 k=1

oo k—1 S0
_ Z 2 — Z x_k :exp(x), (5.11)

[
= k!

also die Funktion selbst.

Beispiel: Die Ableitung der Sinus-Funktion (3.52) ist

s y2k+1 I (2k+1)x2k_ i 2k
sin’ (x) = <,§’0(_1)km> = ]g(_l)km - ]g(_l)k(Zk)!
= cos(x). (5.12)

I Beispiel: Ableitung der Cosinus-Funktion via Potenzreihe. Losung: In den Ubungen.

Verkettungen und Umkehrfunktionen

Satz (Kettenregel) (ohne Beweis): Die Funktionen f : Ja,b[ — |c,d[und g : ]c,d[ — R
seien differenzierbar auf ihren jeweiligen Definitionsbereichen. Dann ist g o f differen-
zierbar auf ]a, b und es gilt dort

(gof) (x) = [g(f(x)]) =& (f(x) f'(x). (5.13)

Man bezeichnet g’(f(x)) als die duBere Ableitung und f’(x) als die innere Ableitung.

Beispiel: Wir betrachten die Funktionen f(x) = x*> und g(x) = sinx. Die Funktion
g(f(x)) = sinx? hat die Ableitung

[e(f(x))]" = (sinx?)’ = (cosx?)-(2x) = 2x cosx. (5.14)

Wenn mehr als zwei Funktionen verkettet sind, wird die Kettenregel rekursiv angewandt.
Sei f(x) = u(v(w(x))). Dann gilt:

f1x) =1 (v(w(x))) - (v(w(x)))" = ' (v(w(x))) v (w(x)) - W' (). (5.15)

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(x) = v/cosx3. Die Ableitungsfunktion ist
gegeben durch

2 i 43
A | 3y—1 N N 3x°sinx
f'(x) = 5(cosx’)"2-(—sinx’)-3x" = o (5.16)
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Abbildung 5.3: Umkehrregel: Gezeichnet sind die (bijektive) Funktion f(x) in blau und deren
Umkehrfunktion f~!(x) in rot, die man durch Spiegelung von f an der Diagonalen (grau strichliert)
erhilt. Wir interessieren uns fiir die Ableitung der Inversen f~! an der Stelle xo ~ 1.55, also
fiir (1) (xo) = tan B, dh. fiir die Steigung der Tangente (diinne rote Linie). An dieser Stelle x,
hat die Inverse den Wert f~!(xo) = 3. Nun betrachten wir die urspriingliche Funktion an dieser
Stelle f~!(xo) = 3, also f(f~'(x0)) = f(3). Die Tangente an dieser Stelle (diinne blaue Linie)
hat die Steigung f'(f~!(xo)) = tan a. Aufgrund der Spiegelsymmetrie gilt & + 3 = Z. Daher ist
tan 8 = tan(% — o) = L. Das ist genau die Umkehrregel an der Stelle xo: (')’ (xo) m
Dies gilt fiir alle Stellen x¢. Bildquelle: Wikipedia.

)

Satz (Umkehrregel): Wenn f differenzierbar ist, ist auch die inverse Funktion f~!
differenzierbar, sofern f’ keine Nullstelle im Ableitungsbereich hat. Die Ableitung der
inversen Funktion ist dann gegeben durch

=1l /x _ 1
Y@ = F=my- (5.17)

Beweisidee: Figur 5.3 zeigt eine graphische Veranschaulichung der Umkehrregel

anhand eines konkreten Beispiels

Beispiel: Gegeben f(x) = x*. Dann ist die Ableitung f(x) = 2x und die Inverse ist
f~1(x) = y/x. Die Ableitung der Inversen ist daher

1 1 1
P T PR 2R 19

(Va)'=(f)(x) =

Beispiel: Gegeben f(x) = exp(x). Dann ist die Ableitung f’(x) = exp(x) und die Inverse
ist f~!(x) = In(x). Die Ableitung der Inversen ist daher

(Inx) = (F 7Y () = s = =

1
f(f1(x)) exp(In(x)) = (5.19)




5.1 In einer Variablen 69
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Abbildung 5.4: Mittelwertsatz der Differentialrechnung: Zwischen zwei Punkten eines Funktions-
graphen (a, f(a)) und (b, f(b)) einer differenzierbaren Funktion gibt es mindestens eine Stelle &,
fiir welche die Tangente parallel zur Sekante durch die beiden Punkte ist, also die Ableitung exakt
dem Vorwirts-Differenzenquotienten an der Stelle a mit Ax = b — a entspricht. In der Abbildung
gibt es sogar zwei solche Punkte &; und &,. Bildquelle: Wikipedia.

Mittelwertsatz und Regel von de L’Hospital

Ahnlich zum Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen gilt fiir differenzierbare Funktionen
der

Mittelwertsatz der Differentialrechnung (ohne Beweis): Sei f : [a,b] — R stetig auf [a, D]
und differenzierbar auf ]a, b[ mit a < b. Dann existiert (mindestens) ein & € ]a, b], sodass

_ f(b) - f(a)

f) = — (5.20)

Figur 5.4 veranschaulicht den Mittelwersatz. Ist eine Funktion blof} stetig, aber nicht
differenzierbar, so gilt der Mittelwertsatz im allgemeinen nicht.
Aus einer Erweiterung des Mittelwertsatzes folgt die

Regel von de L’Hospital: Seien f,g : |a,b[ — R differenzierbar auf |a,b[. Es gebe ein
Xo € ]a,b[ mit entweder f(xo) = g(xp) = 0 oder f(xo) = £g(x0) = £oo. Der Grenzwert
des Quotienten f;%g ist dann unbestimmt mit 8 oder +£2. Es gelte g'(x) # 0 fiir alle
x € Ja,b[\{x0}. Dann gilt

(x)

/
fim ) _ o SO (5.21)
Mg ¢ T R0

Hier kann ¢ sowohl ein eigentlicher Grenzwert (dh. ¢ € R) als auch ein uneigentlicher

Grenzwert (dh. ¢ = o) sein.

Beweis: Der Fall lim,_, Jg% =+ ist wegen % — } ?chgg auf den Fall limy_, Jg% =

9 reduzierbar. An der Stelle xo gilt dann f(xo) = g(x9) = 0. Wir nehmen an, dass sich
x von links der Stelle xo ndhert, also x < xy. Wegen des Mittelwertsatzes existieren im
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Intervall |x,xo[ die Stellen ¢ und &,, sodass
FE) o) —fe)  x—x _ feo)—f6) _ £ 52
g'(&) xo—x  g(xo)—glx) glx)—glx) glx) '
Im Limes x — xg gilt & — xo und &, — x¢. Es folgt daher
Gy ) f()
1 =1 = lim —=. U 5.23
M) ) gl 29

Die Regel von de L’Hospital beruht auf dem Prinzip, dass bei einem zunéchst unbe-
stimmten Ausdruck der Grenzwert davon abhingt, ob die Funktion im Nenner oder die
Funktion im Zahler die “stiarker” wachsende bzw. fallende ist. Und diese Stirke wird durch
die jeweilige Ableitung bestimmt.

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(x) = sincx = %‘ Wir interessieren uns fiir
den Grenzwert an der Stelle xo = 0. Wir erhalten zunichst den undefinierten Ausdruck

lim f(x) = Iim 52% = O (5.24)

x—0 x—0 X 0

Mit der Regel von de L'Hospital konnen wir den Grenzwert berechnen:

sifx . cosx

lim f(x) = lim = lim —= = 1. (5.25)

x—0 =0 x x—0 1

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(x) = x Inx und interessieren uns fiir den Grenz-
wert an der Stelle xg = 0. Zunéchst erhalten wir den undefinierten Ausdruck

Inx —oo

li = lim— = —. 2
xl—l;r(l)f(x) x1—1>1(1) l/x +oo (5 6)
Mit der Regel von de L' Hospital erhalten wir
) . (Inx)" . 1/x X
1 —1 —1 = lim — =0. 5.27
lim fl) = lim 7y = im = e = M (-27)

Figur 5.5 veranschaulicht die letzten beiden Beispiele

Man beachte, dass die Regel von de L"Hospital nur angewendet werden darf, wenn
der urspriingliche Limes des Quotienten unbestimmt mit 8 oder == ist. Wenn das nicht
der Fall ist, fiihrt die Regel im allgemeinen zu falschen Ergebnissen: Beispielsweise ist

+1 241)

limy_yo *5L = 1. Aber lim,_yg %CT]) — lim,_, 2 = 0.

Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren ist eine numerische Methode zum L&sen von allgemeinen nicht-
linearen Gleichungen und Gleichungssystemen. Im einfachsten Fall von nur einer Glei-
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Abbildung 5.5: Die Funktionen sincx = % (blau) und x Inx (orange) haben an der Stelle xo =0
den Grenzwert 0, der sich mit der Regel von de L”Hospital bestimmen l4sst.

chung und einer Variablen ist also die Aufgabe, die Losungen von
fx)=0 (5.28)

zu finden, also die Nullstellen einer gegebenen Funktion f.

Das Verfahren funktioniert wie folgt: Man startet bei einem (beliebigen) Ausgangspunkt
x1. An dieser Stelle legt man die Tangente #(x) an die Funktion:

t(x) = f(x1)+ £ (x1) (x—x1) (5.29)

Nun berechnet man die Nullstelle x, dieser Tangente, setzt also 7(x;) = f(x1) + f(x1) (x2 —
x1) = 0. Die Losung ist

_ f(x1)
X2 = X1 — f/(x1>. (5.30)

Dies ist nun die nichst bessere Niherung fiir die Nullstelle der Funktion. Nun berechnet
man die Tangente in x, und setzt das Verfahren Schritt fiir Schritt iterativ fort:

S (xn)
Xnt1 :x"_f’(xn)' (5.31)
Und zwar so lange, bis eine vorher festgesetzte Schranke € > 0 erreicht ist:
£ ()| <& (5.32)

Das Newtonverfahren ist ein lokal konvergentes Verfahren, dh. es konvergiert, wenn der
Startwert ausreichend Nahe bei der tatsdchlichen Null stelle liegt. In der Nihe der Nullstelle
konvergiert das Verfahren quadratisch, dh. die Zahl der richtigen Dezimalstellen verdoppelt
sich in jedem Schritt. Bei weit entferntem Startwert kann das Verfahren auch divergieren
oder oszillieren, also die gleichen Funktionswerte immer wieder aufsuchen. Eine weitere
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y=f

/<n+l

Abbildung 5.6: Newton-Verfahren: Gesucht ist die Nullstelle der (blauen) Funktion f(x). Die
Nullstelle x4 der (roten) Tangente mit Steigung (englisch: “slope™) f’(x,) an der Stelle x,, ist
dafiir eine bessere Niaherung als x, selbst. Bildquelle: Wikipedia.

Eigenschaft ist, dass das Verfahren pro Startwert nur eine Nullstelle finden kann.

Eine Veranschaulichung des Newton-Verfahrens finden Sie in Figur 5.6 sowie als
Animation hier.

Hohere Ableitungen und Extremstellen

Wenn die Ableitung einer Funktion f(x), also f/(x) = (f(x))’, differenzierbar ist, dann
konnen wir die zweite Ableitung f”(x) bilden. Falls auch diese Funktion differenzierbar
ist, dann existiert die dritte Ableitung f””/(x). Und so weiter:

' x) = (f(x), (5.33)
() =(f'(x)), (5.34)
() =(f"(x), (5.35)

FOe) = (F" D () (5.36)

Hier wird die n-te Ableitung mit £ (x) bezeichnet. Diese Schreibweise mit Strichen und
hochgestellter Nummerierung nennt man Lagrange-Notation.

Beispiel: Die Funktion f(x) = x? ist unendlich oft differenzierbar auf ganz R. Bewelis:

Es gilt f/(x) =2x, f"(x) =2, f"(x) = fA =0 = .. =0.

Beispiel: Die Funktion f(x) = |x|* ist zweimal differenzierbar auf ganz R. Die dritte
Ableitungsfunktion kann aber nicht mehr auf ganz R definiert werden. Beweis: In den
Ubungen.

Definition: Gegeben eine Funktion f(x) : D — R. Die Funktion f hat an der Stelle x


https://de.wikipedia.org/wiki/Newtonverfahren#/media/Datei:NewtonIteration_Ani.gif
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ein

e lokales Minimum, wenn es eine €-Umgebung U, von xg gibt, sodass f(xp) < f(x)

fiir alle x € Ug,

e globales Minimum, wenn f(xo) < f(x) fiir alle x € D,

® [okales Maximum, wenn es eine e-Umgebung U, von xq gibt, sodass f(xg) > f(x)

fiir alle x € U,
e globales Maximum, wenn f(xo) > f(x) fiir alle x € D.
Wir definieren ferner: Die Funktion f hat an der Stelle x( einen
e Tiefpunkt = strenges lokales Minimum, wenn es eine €-Umgebung U, von xy gibt,
sodass fiir alle x € U, x # xp gilt: f(xo) < f(x),
® Hochpunkt = strenges lokales Maximum, wenn es eine €-Umgebung U, von xq gibt,
sodass fiir alle x € U, x # xg gilt: f(x9) > f(x).
Minima bzw. Maxima bezeichnet man als Extremwerte. Die dazugehdrigen Stellen xq
nennt man Extremstellen. Die Punkte (xo, f(xo)), dh. (Extremstelle, Extremwert), nennt
man Extrempunkte.

Differenzierbare Funktionen lassen sich auf Extremstellen untersuchen. Fiir Extrem-
stellen gilt, dass dort die erste Ableitung verschwindet. Die zweite Ableitung entscheidet
dann iiber die Art des Extrempunkts. Die Stelle x ist ein

e Tiefpunkt, falls f’(xg) =0 und f”(x) >0,

e Hochpunkt, falls f'(xp) = 0 und f”(xo) < 0.

Es ist aber auch moglich, dass trotz f’(xo) = 0 kein Extrempunkt vorliegt. Kritische Stellen,
dh. Stellen mit verschwindender erster Ableitung, die aber keine Extremstellen sind, sind
Stellen von Sattelpunkten. Das ist zB. fiir die Funktion f(x) = x> an der Stelle xo = 0
der Fall, wo es einen sogenannten Sattelpunkt gibt. Die zweite Ableitung verschwindet,
f"(x0) = 0, und erst die dritte Ableitung f"(xq) = 6 ist ungleich 0. Die Funktion f(x) = x*
hingegen hat an der Stelle xo = O trotz Verschwindens der ersten, zweiten und dritten
Ableitung an der Stelle x( einen Tiefpunkt. Fiir x° liegt wieder ein Sattelpunkt vor, fiir x°
ein Tiefpunkt (bzw. fiir —x® ein Hochpunkt). Und so weiter.

Es gilt allgemein: Sei f n-mal differenzierbar mit

flxo)=f"(xo)=... f" V(xo)=0, f™#0 (5.37)

Dann folgt
e fiir n gerade und f (") > 0: xg ist ein Tiefpunkt,
e fiir n gerade und f") < 0: xy ist ein Hochpunkt,
e fiir n ungerade: x ist ein Sattelpunkt (und damit kein Extrempunkt).

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(x) = x* —3x? — 1. Die erste und zweite Ablei-
tung sind

fl(x)=3x*>—6x, f'(x)=6x—6. (5.38)

Wir setzen f/(x) = 0 und erhalten die beiden Losungen x; = 0 und x, = 2. Die zweite
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20}

f(x) = x3-3x%-1
f'(x) = 3x?-6x
f'(x) = 6x-6

Abbildung 5.7: Die Funktion f(x) = x® —3x% — 1 (blau) sowie ihre erste (orange) und zweite (griin)
Ableitung. Die Funktion hat 2 Extremstellen: Einen Hochpunkt bei x; = 0 bzw. einen Tiefpunkt bei
xp = 2. An diesen Stellen ist die erste Ableitung 0, und die zweite Ableitung ist negativ (bei x1)
bzw. positiv (bei x).

Ableitung ist an diesen Stellen f”(x;) = —6 bzw. f”(xp) = 6. Daher ist bei x; ein
Hochpunkt und bei x, ein Tiefpunkt (siehe Figur 5.7).

Beispiel: Wir betrachten die Funktion f(x) = (x—1)° = x° —5x* +10x* — 10x?> +5x—
1. Die erste Ableitung f'(x) = 5 (x — 1)* hat nur eine Nullstelle, nimlich bei xo = 1.
An dieser Stelle haben auch die zweite, dritte und vierte Ableitung eine Nullstelle:
F@(x0) = fO(x0) = £ (x0) = 0. Erst fO)(xp) = 120 ist ungleich 0. Da 5 ungerade
ist, hat f(x) bei xo = 1 einen Sattelpunkt. Die Funktion hat keine Extrempunkte.

Taylor-Reihen

Die Taylor-Entwicklung erlaubt es, mehrfach differenzierbare Funktionen durch Polynom-
funktionen anzunihern. Fiir glarte (dh. unendlich oft differenzierbare) Funktionen fiihrt
dies zur Taylor-Reihe. Funktionen, die sich in jedem Punkt in eine Taylor-Reihe entwickeln
lassen, heilen analytisch.

Die Intuition fiir die Taylor-Entwicklung ist folgende: Wir stellen uns eine beliebige
mehrfach differenzierbare Funktion f(x) vor, die wir an einer gewissen Stelle xo durch
Polynome annihern wollen. In O-ter Ordnung ist das die konstante Funktion

To(x,x0) := f(x0), (5.39)

also die horizontale Gerade durch diesen Punkt. Das ist eine extrem grobe Niherung, und
natiirlich geht es besser, indem wir an der Stelle xo die Tangente an die Funktion anlegen,
also eine Gerade durch den Punkt (xg, f(xo)) mit der Steigung f/(xo). Diese Gerade ist
durch die lineare Funktion

T (x,x0) := f(x0) + f (x0) (x — x0) (5.40)
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Abbildung 5.8: Taylor-Entwicklung der Funktion Inx (rot) an der Entwicklungsstelle xo = 1 durch
Taylor-Polynome der Grade 1, 2, 3 und 10. Die Taylor-Entwicklung funktioniert hier nur im Intervall
x € ]0,2]. Bildquelle: Wikipedia.

gegeben. Dies ist das Taylor-Polynom erster Ordnung. Und es gilt natiirlich 7} (x,xq) =
f'(x0), wobei " wie immer die Ableitung nach x bezeichnet.

In zweiter Ordnung wollen wir der Kriimmung der Funktion Rechnung tragen. Wir
konstruieren daher eine Schmiegeparabel, gegeben durch die quadratische Funktion (dh.
Polynom zweiten Grades)

T2 (x,x0) := f(x0) + f'(x0) (x —x0) + f”(ZXO) (x—x0)%, (5.41)

wobei der Faktor 2 im Nenner sicherstellt, dass nun auch die zweite Ableitung von 75 (x, xp)
genau mit der zweiten Ableitung von f an der Stelle xp iibereinstimmt: 75’ (x,xp) = f” (xo).

Wir konnen die Taylor-Entwicklung zu immer hoheren Polynomgraden fortfithren
solange die hoheren Ableitungen existieren.

Beispiel: Figur 5.8 zeigt die Taylor-Entwicklung der Funktion Inx an der Stelle xg = 1
mithilfe der Taylor-Polynome 77 (x,xq), T2(x,x0), T3(x,xp) und Tyo(x,x). Eine Ani-
mation fiir f(x) = In(1 + x) um die Entwicklungsstelle xy = 0 findet man hier (mit
N =n).

Beispiel: Eine Animation fiir die Entwicklung der Exponentialfunktion exp(x) an der
Stelle xg = O finden Sie hier.

Der Satz von Taylor formalisiert die obigen Uberlegungen, wenn wir bis zum Grad n
entwickeln. Er gibt uns zudem eine Abschitzung fiir den Approximationsfehler, also fiir
die Differenz des tatséichlichen Funktionswerts f(x) vom Taylor-Polynom 7;,(x,x).


https://de.wikipedia.org/wiki/Taylorreihe#/media/Datei:Logarithm_GIF.gif
https://de.wikipedia.org/wiki/Taylorreihe#/media/Datei:Exp_series.gif

76 Kapitel 5. Differentialrechnung

Satz von Taylor: Sei f : |a,b] — R eine (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion auf |a, b].
Dann kann man die Funktion an jeder Stelle x € |a, b| durch Entwicklung um jede Stelle
Xo € ]a,b[ wie folgt darstellen:

! " (n)
f(x) :f(x0)+f i):O) (X—XO)+f 2(70) (X—XO)2+...+f n(!XO) (x_xO)n
+ Ry1(x,%0) (5.42)
mit
(n+1)
Rpi1(x,x0) = A O] (x —x0)" 1, (5.43)

(n+1)!

wobei & zwischen x und xg liegt. Die ersten n+ 1 Terme sind das Taylor-Polynom
T, (x,x0), und R, ist das Restglied, das eine Fehlerabschitzung der Approximation
durch das Taylor-Polynom erlaubt.

Fiir unendlich oft differenzierbare Funktionen f(x) mit lim,, e R+ 1 (x,x0) = O be-
kommt man die Darstellung durch die (unendliche) Taylor-Reihe:

76 = £0)+ L0 ) + L0 2y
o)y
-1’ n(v 2 (s (5.44)
n=0 :

Diese Reihenentwicklung ermdglicht es insbesondere, die Koeffizienten in der Potenz-

reihendarstellung einer Funktion zu finden.

Beispiel: Wir nehmen an, dass wir die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion
f(x) = exp(x) noch nicht kennen. Aber wir wissen, dass exp’(x) = exp(x) und exp(0) =
1 gilt. Dann konnen wir an der Stelle xg = 0 die Taylor-Reihe” bilden:

= fn) = exp(") o
HOEDY ! (,xO) (x—xo)" = Y, TP O Yy X (5.45)
n=0 :

! !
n = n =n!

Wir haben damit die Potenzreihendarstellung von exp(x) hergeleitet. Betrachten wir
diese Taylor-Entwicklung beispielsweise nur bis zum zweiten Taylor-Polynom, so
bekommen wir eine Approximation der Exponentialfunktion wie folgt:

2
exp(x) = 1 —|—x—|—%—l—(’)(x3). (5.46)
Man nennt das auch eine Ndherung in zweiter Ordnung. Das Landau-Symbol (auch
genannt: O-Notation) O(g) bezeichnet abstrakt einen Term, der hochstens genau so
schnell wichst wie g. In unserem Fall ist dieser Term konkret das Restglied R5.

“Im Spezialfall x) = 0 nennt man die Taylor-Reihe auch Maclaurin-Reihe.
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Beispiel: Wir suchen die Taylor-Entwicklung von f(x) = cos(x) an der Stelle xy = 0
bis zur 3. Ordnung. Losung:

cos(x) = cos(xg) +cos’(xq) (x—x¢) + w (x—x0)> + mzﬂ (x—x0)> + O(x*)
=1—sin(0)x— COSZ(O) i sir;(!O) 3+ 0
2
=1 —5+O(x4). (5.47)

Beispiel: Leiten Sie die Potenzreihendarstellung der Funktion f(x) = sinx durch Taylor-
Entwicklung an der Stelle xy = 0 her. Losung: In den Ubungen.

Leibniz-Notation

Oftmals deutlich intuitiver und praktischer als die Lagrange-Notation ist die Leibniz-
Notation. Leibniz fiihrte dafiir die Differentiale dy = df(x) bzw. dx ein, die symbolisch fiir
eine infinitesimal kleine Anderung der Funktion y = f(x) bzw. des Arguments x stehen.
Die erste Ableitung einer Funktion ist der Grenzwert des Differenzenquotienten, also:
. Ay dy df(x)
"(x) =V = lim — = =2 — 4\ 5.48

F) =y = lim =™ & (5.48)
Die letzten beiden Ausdriicke sind die Leibniz-Notation und werden gesprochen als “d y
nach d x” bzw. “d f von x nach d x”.

Der Ableitungsoperator % kann nun verwendet werden, um nicht nur die erste sondern
auch hohere Ableitungen zu bilden:

d dy
a4, P 5.49
o) (5.49)
d\2  ddy d%
(&) " qa- o (5:50)
d\3 dd¥y d
(&) e o 42D
dyr ddvly dy
(&) -z - 52

In der Leibniz-Notation nehmen die Ketten- und Umkehrregel eine ausgesprochen
intuitive Form an. Sei y = y(u) eine Funktion von u und u = u(x) eine Funktion von x.
Dann gilt die Kettenregel

dy dydu

== 5.53
dx dudx (5-53)

Die Umkehrfunktion von y(x) ist x(y). Die Ableitung der Umkehrfunktion erhilt man
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Abbildung 5.9: Die Polynom-Funktion (5.56) hat 9 kritische Punkte: Sie hat 4 lokale Minima (gelb

bzw. rot), zwei davon sind global (rot). Sie hat ein lokales Maximum in der Mitte (hellblau). Und
sie hat 4 Sattelpunkte (griin), die zwischen den Minima liegen.

durch die Umkehrregel:
dx 1
T

5.2 In mehreren Variablen

Wir betrachten nun reellwertige n-dimensionale Funktionen f, die n Variablen x,x,,...,x,
auf eine reelle Zahl abbilden:

FiR" =R, (x1,X%0,...,X0) = f(x1,%0, ..., %)

(5.55)
Beispiel: Die Funktion

Flxr,x) = xt 4+ x5 — 16x3 — 12x3 +2x, x + 120

(5.56)
ist ein zweidimensionales (auch genannt: bivariates) Polynom vierter Ordnung (siehe
Figur 5.9).

Im folgenden verwenden wir oft die Kurzschreibweise x = (x1,x2, .. .,x,). Wir konnen
eine n-dimensionale Funktion entlang ihrer n einzelnen Variablen (Koordinatenachsen)
ableiten. Dazu betrachtet man jeweils alle anderen Variablen als konstant. Diese “teilweisen’

Differentiationen bezeichnet man daher als partielle Ableitungen und verwendet das
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alternative Symbol 9 fiir die Differentiale:!

8f(x) — 1im f(XI —}—h,xz,X:;,. . 7xn—laxi’l) _f(x17x2’x37' o ,Xn—l7xn)’ (557)
ox1 h—0 h

af(x) ~im f(xl,x2+h,x3, .. ,anlaxn) —f(X1,)C2,)C3,.. . 7xn717xn), (5.58)
0x) h—0 h

9f(x)

— lim f(xl7x2;-x37 <oy Xn—1,%Xn +h) —f(X1,X2,X3, s 7-xn—17xn) (5 59)
ox, h—0 ’ '
Wenn die partielle Ableitung entlang von x; existiert, miti = 1,2,...,n, dann nennt man

die Funktion partiell differenzierbar in x;.

Wenn wir die Einheitsvektoren e; = (0,0,...,0,1;,0,0,...,0) entlang der i-ten Koor-
dinantenachse definieren, mit i = 1,2,...,n, dann lassen sich die partiellen Ableitungen
recht kompakt schreiben als

() _ . f(x+he) = f(x)

8x,~ h—0 h

(5.60)

Gradient und Hesse-Maitrix

Der Vektor aller partiellen Ableitungen einer Funktion f ist der Gradient der Funktion,
geschrieben als grad(f). Eine weit verbreitete Schreibweise ist gegeben durch den Nabla-
Operator

IR )

= <a_x1’a_x2"”’a_xn>T’ (5.61)

dh. den Vektor aller partiellen Ableitungsoperatoren. Wir verwenden die in den Ingenieur-
und Naturwissenschaften iibliche Konvention von Spaltenvektoren. Und um Platz zu
sparen, schreiben wir oft Zeilenvektoren, die wir am Ende mit dem hochgestellten Symbol
T transponieren. Dies fiihrt uns zu folgender

Definition: Der Gradient einer Funktion f(x) ist gegeben durch

daf(x) _(df(x) df(x)  If(x)\T
=V = = . .62
grad f(x) = Vf(x) = =5 ( o on T ox, ) (5.62)
Anschaulich ist der Gradient einer Funktion an der Stelle x = (x1,xp,...,x,) jener Vektor,

der an dieser Stelle in die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion zeigt und dessen
Linge die Starke der Steigung misst.

Wenn die partiellen Ableitungen selbst wieder differenzierbar sind, konnen wir die
zweiten Ableitungen bilden. Diese werden in der sogenannten Hesse-Matrix zusammenge-
fasst.

'Wir nehmen hier den Limes der Schrittweite 7 gegen null, und nicht mehr den Limes des Index n der
Nullfolgen £, gegen unendlich. Die Variable n benoétigen wir nun fiir die Dimension der Funktion.



80 Kapitel 5. Differentialrechnung

Definition: Die Hesse-Matrix einer Funktion f(x) ist gegeben durch

2f(x)  9Af(x) 92 f(x)
0 x% ox10x;  0x10xn
2fx)  f(x) . 9Af(x)
Hp(x)= | 720 o5 dudw | (5.63)
32}(?‘) 32}(?‘) 32];(?()
Oxp0x| Oxpdxs ox2

Hier bedeutet g u a(x ax, prs f (x), dass zuerst nach x; abgeleitet wird, danach nach x;.

Die kritischen Stellen der Funktlon f(x) bekommen wir, indem wir alle ersten partiellen
Ableitungen zugleich auf null setzen. An jeder dieser Stellen berechnet man die Hesse-
Matrix. Ist die Matrix dort positiv definit, so befindet sich an dieser Stelle ein Tiefpunkt.
Ist sie negativ definit, so ist dort ein Hochpunkt. Ist sie indefinit, dann hat die Funktion an
der Stelle einen Sattelpunkt. Bei positiver Semi-Definitheit liegt entweder ein Minimum
oder ein Sattelpunkt vor. Bei negativer Semi-Definitheit liegt entweder ein Maximum oder
ein Sattelpunkt vor.

Beispiel: Berechne die Extrempunkte der Funktion (5.56). Losung: Die Funktion ist in
beiden Variablen partiell differenzierbar. Der Gradient ist

df(x1,%2) 3
5= 4x° —32x1+2x
_ 0 _ 1 1 2
Vf(xi,x) = ( 3 (ryxa) ) = < 453 — 243,42, ) (5.64)

0xy

Die partiellen Ableitungen sind wiederum alle differenzierbar. Die Hesse-Matrix hat
die Form*

f(xixo) I f(x1.x)

. 8x 0x10x7 . 12)6% —32 2
Hf(xlaXZ) - aZf(xl ) aZf(xth) = ( b 12x2 _4 . (565)
Ix0x1 FRe 2

Null-Setzen von (5.64) liefert zwei kubische Gleichungen mit zwei Variablen. Die 9 Lo-
sungen (berechnet mit Computer-Hilfe) sind unsere kritischen Stellen, dh. Extremstellen
und Sattelpunkte:

X1=—0.153 xp—-2443 f

(x1,x2) = 120 (H) (5.66)
(x1,00) = 8437  (S) (5.67)
=40.153  x;=+42.443  f(x;,x) = 8437  (S) (5.68)
x1=-2753  x,=-2326  f(x1,x2)= 3333 () (5.69)
= 42753  x,=+42326  f(x1,x)= 3333 () (5.70)
x1=-2821 x=-0237  f(x;,x2)= 56.67  (S) (5.71)
= 42821 x=+40237  f(x;,x)= 56.67  (S) (5.72)
(x1,%2)

x1 = —2.905 Xy =+2.563 f = 5.63 (D (5.73)
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x1 = +2.905 Xy = —2.563 flx,xm)= 5.63 (D) (5.74)

Hier haben wir schon Hochpunkte mit (H), Sattelpunkte mit (S) und Tiefpunkte mit
(T) gekennzeichnet, miissen diese Eigenschaften aber noch beweisen. Wir machen
dies reprisentativ fiir drei dieser Stellen, nimlich die erste x(1) = (0,0), zweite x?) =
(—0.153,+2.443) und neunte x(¥) = (+2.905, —2.563). Die Hesse-Matrizen an diesen
Stellen sind:

1y _ (-2 2

H = H/(0,0) ( > o e (5.75)
@ _ (31712 2

H® = H(—0.153,4-2.443) ( o e I (5.76)
o) _ - _ (6929 2

H®) = H(+2.905,—2.563) ( 5 s i (5.77)

Eine symmetrische (2 x 2)-Matrix A = (Z Z) hat die beiden fithrenden Hauptminoren
Ay =aund Ay = |A| = det(A) = ad — b*. Die Matrix ist positiv definit, genau dann
wenn A; > 0 und A, > 0. Die Matrix ist negativ definit, genau dann wenn A; < 0 und
Aj > 0. Sie ist indefinit, falls keiner der beiden vorigen Fille zutrifft und wenn sie ferner
nicht semi-definit ist, also wenn ferner A, # 0. In unseren drei Féllen haben wir:

15108 A =-32<0, A, =764 >0 = negativ definit = Hochpunkt,
H®: A; =-31.72<0, Ay = —1514.6 <0 = indefinit = Sattelpunkt,
H®: A =69.29 >0, Ay =3793.4 >0 = positiv definit = Tiefpunkt.

2 2
9Es ist kein Zufall, dass 2 a’; ﬁg)’f) =2 afx (2"32;'“). Fiir zweimal differenzierbare Funktionen mit stetigen

zweiten Ableitungen garantiert der Satz von Schwarz, dass die Reihenfolge der partiellen Ableitungen
vertauscht werden kann.

Gradientenabstiegsverfahren

Das Verfahren des steilsten Abstiegs (englisch: “gradient descent”) ist eine Methode der
numerischen Mathematik, um insbesondere multidimensionale Funktionen zu minimieren.
Dabei werden, ausgehend von einem Startpunkt, kleine Schritte in Richtung des negativen
Gradienten — also in Richtung des steilsten Abstiegs der Funktion — gemacht. Bildlich
gesprochen, dhnelt das Verfahren einer Bergsteigerin, die in starkem Nebel moglichst
schnell ins Tal mochte. Da sie nur ihre nichste Umgebung kennt, setzt Sie ihren ndchsten
Schritt stets in Richtung des steilsten Abstiegs. Sie wird frither oder spiter ein (lokales)
Minimum ihrer Landschaft finden.

Der Gradientenabstieg wurde im Jahr 1847 von Cauchy vorgeschlagen und hat heutzu-
tage zahllose Anwendungsgebiete. Insbesondere bildet er das Riickgrat des Trainingspro-
zesses von kiinstlichen neuronalen Netzwerken. Dort muss eine n-dimensionale Kosten-
bzw. Fehlerfunktion minimiert werden, wobei n die Zahl der Parameter ist. In modernen
Large Language Models kann 7 in der GroBenordnung von 100 Milliarden = 10'! liegen.
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Formal funktioniert das Verfahren wie folgt: Gegeben eine Funktion f, von der man
ein Minimum finden mochte. Wir starten an einer beliebigen Stelle x¢ und berechnen dort —
beispielsweise mittels Differenzenquotienten — den Gradienten V f(xg) = %. Nun geht
man mit der Schrittweite A > 0 einen Schritt in die Richtung des negativen Gradienten und
landet bei der neuen Stelle x;. Dies wird iterativ wiederholt. Die allgemeine Update-Regel
lautet also:

xi = xi_1 — A 2=, (5.78)
ox
mit i € N. Dies wird solange wiederholt, bis ein Abbruchkriterium erreicht ist, beispiels-
weise eine bestimmte Anzahl i,,,x von Schritten (dh. i = i;2x) oder die Tatsache, dass sich
der Funktionswert von einem zum nichsten Schritt weniger dndert als eine vorgegebene
Schranke € > 0 (dh. | f(x;) — f(xi—1)] < €).

Die richtige Wahl der Schrittweise ist von Bedeutung. Bei zu kleiner Schrittweite

dauert die Optimierung zu lange. Bei zu groBer wird das Minimum immer wieder verfehlt.
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6. Integralrechnung

Die Integralrechnung und Differentialrechnung bilden die beiden Sédulen der Infinitesimal-
rechnung — also der mathematischen Untersuchung kontinuierlicher Verdnderungen. Das
bestimmte Integral einer Funktion gibt den Flidcheninhalt an, den die Funktion mit der
x-Achse einschlieft. Das unbestimmte Integral einer Funktion f ist eine Funktion F, deren
erste Ableitung f ist. Das Integrieren ist also die Umkehrung des Differenzierens.

Im Gegensatz zur Differentiation gibt es fiir die Integration auch elementarer Funk-
tionen oftmals keine einfachen Algorithmen — es gilt der Spruch “Differenzieren ist ein
Handwerk, Integrieren eine Kunst”.

In einer Variablen

Definition: Gegeben eine Funktion f : |a,b] — R. Die differenzierbare Funktion F :
la,b[ — R heiBt Stammfunktion von f, wenn fiir alle x € ]a, b gilt:

d

—F(x) = ) 6.1
SF () = £ 6.1)
Falls F(x) eine Stammfunktion von f(x) ist, dann ist auch F(x)+ ¢ mit ¢ € R eine
Stammfunktion, da beim Differenzieren die Konstante ¢ wegfillt. Fiir die Gesamtheit

aller Stammfunktionen schreibt man das unbestimmte Integral der Funktion f(x):

/ F0)de = F(x) +c. 6.2)

| Beispiele: Wir fassen einige Funktionen und deren Stammfunktionen tabellarisch zu-
sammen:
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ORI PO

0 c

x" %-I—c,neR\{—l}
L In(jx) + ¢

e’ e +c

In(x) x(In(x)—1)+c

sin(x) —cos(x)+c

cos(x) sin(x) + ¢

Integrationsregein

Es gelten folgende Integrationsregeln:

e Summenregel: [[f(x)+g(x)]dx = [ f(x)dx+ [ g(x)dx
Faktorregel: [A f(x)dx=A [ f(x)dx
Partielle Integration: [ f’(x)g(x)dx = f(x)g(x) — [ f(x) g’ (x)dx
e Integration durch Substitution: [ f(g(x))g'(x)dx = [ f(u)dul, 4
Beweis der partiellen Integration:

[r@gwac+ [F@ewde= [0+ 0 gw)dx

= [IfWswl ax
= f(x)g(x) +c. (6.3)

Beweis der Integration durch Substitution: Mit u := g(x) gilt %” = g/(x) und daher
du = g’(x) dx. Daraus folgt

[ #et)g @ ax= [ su)du. ©4)

Beispiel: Berechne [xe*dx. Losung: Durch partielle Integration mit f’(x) = ¢* und
g(x) = x. Es gilt f(x) = ¢* und g’(x) = 1. Damit folgt

/xexdx:xex—/exdx:xex—ex—l—c:ex(x—1)+c. (6.5)

Beispiel: Berechne [ x cos(x? + 1)dx. Losung: Durch Substitution u := x* + 1 gilt du =
2 xdx. Damit folgt
1

1 1
/x cos(x* +1)dx = 5 /cos(u) du = 5 sin(u) +c¢ = 5 sin(x* 4+ 1)4+c. (6.6
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a b

Abbildung 6.1: Die Fliche, die eine Funktion im Intervall [a, b] mit der x-Achse einschlieBt, kann
durch eine Treppenfunktionen angenihert werden, die auf jedem Teilintervall mit Index i =1,...,n
konstant das Supremum H; (violett) bzw. das Infimum 7; (orange) der Funktion ist. Bildquelle:
Wikipedia.

Riemann-Integration

Wir wenden uns nun dem Problem zu, den Fldcheninhalt unter einer Funktion zu berechnen,
also die Fliche zwischen der x-Achse und einer Funktion f(x) in einem Intervall [a,b].
Die Methode der Ober- und Untersummen — vorgeschlagen von Darboux und Riemann —
besteht darin, fiir das Intervall eine Zerlegung Z in n Teile mit den Stiitzstellen a = xo <
x] <xp < ...<xp=Db vorzunehmen. In jedem Teilintervall I; := [x;_1,x;] mit Index i =
1,...,n kann man nun die Fliche unter der Funktion durch ein Rechteck annihern, wobei
man als Hohe entweder das Supremum der Funktion im Teilintervall oder das Infimum
nehmen kann. (In Figur 6.1 ist der Spezialfall dargestellt, in dem alle Teilintervalle die
gleiche Linge Ax haben.) Der erste Fall fiihrt zur Obersumme, der zweite zur Untersumme:

0(Z):= Z(xi —xi—1) sup f(x), (6.7)
i=1 Xi ] SXSX;
UzZ):= Z(x,- _xi_1>x-,1i2£<x-f(x)' (6.8)

N
I
—_

Bei einer Verfeinerung der Zerlegung Z, dh. Vergrof3erung von n, wird die Obersumme
kleiner und die Untersumme groBer. Wir betrachten nun alle moglichen Zerlegungen und
definieren das obere bzw. untere Darbouxsche Integral von f:
b
flx)dx = iI%fO(Z), (6.9)
b
/ f(x)dx:=supU(Z). (6.10)
z

a
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Definition: Falls das obere und untere Darbouxsche Integral gleich sind, dann heif3t f
Riemann-integrierbar (oder Darboux-integrierbar) und der gemeinsame Wert ist das
bestimmte Integral — genannt Riemannsches Integral (oder Darbouxsches Integral) —
von f iiber dem Intervall [a,b]:

Lbf(X)dx:ff(X)dx:/ibf(x)dx. (6.11)

Die reellen Zahlen a und b heifien Integrationsgrenzen, die zu integrierende Funktion f(x)
heif3t Integrand, die Variable x heif3t Integrationsvariable, und dx ist das Differential, das
symbolisch einen infinitesimal kleinen Intervall darstellt.

Symbolisch kann man den Ubergang von der Riemann-Summe zum Riemann-Integral
also wie folgt schreiben:

n b
Y. fls)an % [ foa 6.12)

N
I
—_

Beispiel: Berechne das Integral fol x% dx mittels Ober- bzw. Untersumme. Losung: Wir
wihlen die Zerlegung Z des Integrationsintervalls in n gleiche Teile der Linge % Die
Funktion x? ist monoton steigend: Der groBte Funktionswert im i-ten Teilintervall ist
am Intervall-Ende bei ()2, und der kleinste ist am Intervall-Anfang bei (=1)2. Also:

1 riN\2 1 . 1 n(n+1)(2n+1) 1 1 1
0Z) = —<—> = — 2 - =—4+—4—, 6.13
( ) min\n n3l.Z{l n3 6 3—1—2n+6n2 ( )
n1i—1y2 1] 1 (n—Dn2n—-1) 1 1 1
U(Z) = -( ):— 2 1 (614
() ;n n n3l§’)l n3 6 3 2n+6n2 ( )

Fiir unendlich feine Zerlegung konvergieren Ober- und Untersumme gegen den gleichen
Grenzwert. Mithin ist das Riemannsche Integral gegeben durch

1 1
2 1 1 _
/0 X dx—r}groloO(Z)—r}groloU(Z)—3. (6.15)

Im folgenden Kapitel werden wir sehen, wie wir bestimmte Integrale auch ohne den
Grenzwert von Riemann-Summen berechnen konnen.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (auch genannt: Fundamentalsatz
der Analysis) verbindet die beiden Konzepte der Differentiation und der Integration. Der
Hauptsatz besteht aus zwei Teilen, die mitunter auch erster und zweiter Hauptsatz genannt
werden.

Erster Teil bzw. erster Hauptsatz: Sei f : [a,b] — R stetig. Dann ist fiir jedes ¢ € [a, b]
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A

<< Excess

y=f(x

A(x+h)-A(x) = f(x)-h
h

X X+
——
h

Abbildung 6.2: Die Funktion F(x), in der Figur A(x) genannt, misst die Fldche (englisch: “area”)
unter der Funktion y = f(x) bis zur Stelle x. Geht man nun einen Schritt 4 weiter, so wird die
zusitzliche rote Fliche mit der GroBe F(x+h) — F(x) ~ f(x) h eingeschlossen. Der Fehler dieser

Niherung ist der Uberschuss (englisch: “excess”), mit dem die rote Fliche vom Rechteck mit

der Fliche f(x)h abweicht. Dividiert man beide Seiten durch A, so erhilt man f(x) ~ w

Fiir h gegen 0 wird die Néherung exakt: f(x) = limp_,o w =F'(x)= %. Dies bedeutet:

Die Ableitung der Fliche F(x) unter der Funktion f(x), dh. F'(x), ist gleich der urspriinglichen
Funktion f(x). Also ist die Flichenfunktion F die Stammfunktion von f. Differentiation und
Integration sind inverse Operationen — dies ist die Essenz des Fundamentalsatzes der Analysis.
Bildquelle: Wikipedia.

die Integralfunktion F : [a,b] — R mit

Fx) = / ") dr 6.16)

differenzierbar und eine Stammfunktion von f, dh. fiir alle x € [a,b] gilt F'(x) = f(x).
(Fiir x = b ist einseitige Differenzierbarkeit gemeint.)

Zweiter Teil bzw zweiter Hauptsatz: Sei f : [a,b] — R stetig mit Stammfunktion
F :[a,b] — R. Dann gilt die Newton-Leibniz-Formel

/abf(x)dx:F(b)—F(a). 6.17)

Fiir F(b) — F (a) verwendet man oft die kurze Schreibweise F (x)|2 oder [F(x)].

Die Beweisidee und geometrische Intuition diskutieren wir in Figur 6.2. Dort wird
gezeigt, dass die Ableitung der Fldche unter einer Funktion gerade die Funktion selbst
ist.

Der erste (I) und zweite Teil (II) des Hauptsatzes fiihren zu folgendem konsistenten
Kreisgang:

[ 1@ pw) - Fa
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(I)/f dt/f

D E(b) — F(c)—[F(a)— F(c)] = F(b) — F(a). (6.18)

Aus der Newton-Leibniz-Formel folgt, dass sich Integrale aufteilen lassen und sich bei
Vertauschung der Integrationsgrenzen das Vorzeichen dndert:

f(x)dx+ x)dx mita<c<b, (6.19)
NG / /
/ Fx)dx = F(b / £(x) (6.20)

Bei der Integration durch Substitution miissen die Integrationsgrenzen entsprechend
angepasst werden:

[ saengac= [ wau 621)
a g(a)

Man kann auch Funktionen integrieren, deren Definitionsbereich unbeschrinkt ist. Das
Ergebnis bezeichnet man als uneigentliches Integral.
Wir betrachten nun ein paar Beispiele, um diese Konzepte zu verinnerlichen:

Beispiel: Berechne das Integral fol x% dx mittels Newton-Leibniz-Formel. Lisung:

1 1110
D X

= | — = —— = = —, .22
/o““ [3] 373 6.22)

0
Beispiel: Berechne das Integral f_ll |x| dx mittels Newton-Leibniz-Formel. Lisung:

1 0 1 0 0
/ |x|dx:/ |x\dx—|—/ |x|dx:/ (—x)dx+/ xdx
—1 —1 0 —1 —1

250 2.1

(4T ot oo

Beispiel: Berechne f03 x sin(x?) dx. Losung: Substituiere u := x?, dh. du = 2 xdx. Damit:

/ x sin(x dx / sm du

= —[— cos(u)](g) = ; [ COS(9) + 1] =0.955... (6.24)
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Beispiel: Berechne das uneigentliche Integral [;° % dx. Losung:*¢

= b b
~dx = lim &—mnh@&:hmMM—MU:m (6.25)

1 X b—e J1 X b—roo b—roo

“Dies erinnert uns an die Divergenz der harmonischen Reihe Y7 ; %

Beispiel: Berechne das uneigentliche Integral [|° é dx. Losung:¢

(/ — dx= lim lch—hm[—qb:hm[—%+%]:L (6.26)

b—roo b—roo x11 b—roo

“Dies erinnert uns an die Konvergenz der Reihe } ;" , k%

6.2 In mehreren Variablen

Wir betrachten nun erneut reellwertige n-dimensionale Funktionen der Form f(x1,x7, ..., x,).
Das n-dimensionale Integral liefert die Stammfunktion

F(xl,xz,...,xn)://---/f(xl,xz,...,xn)dxldxz...dxn. (6.27)

Dies ist so zu verstehen, dass zuerst das innerste Integral ausgefiihrt wird (und wie beim
partiellen Ableiten alle anderen Variablen als konstant betrachtet werden), dann das zwei-
tinnerste, und so weiter, bis zum duflersten.

Satz von Fubini: Fiir stetige Funktionen f kann bei unbestimmten Integralen oder be-
stimmten Integralen mit unabhiingigen Integrationsgrenzen die Reihenfolge der Integrale
vertauscht werden. Wir schreiben dies beispielhaft fiir eine zweidimensionale Funktion
f(x,y) nieder:

/fmww®=/fmw®m, (6.28)
/Cd/abf(x,)’)dxdy = /ab/cdf(x,y)dydx. (6.29)

Beispiel: Berechne [ [ xy?dxdy. Losung:

2 2.3
[ﬁfmw:/if®zil (6.30)
2 6
Vertauschen der Integrationsreihenfolge fiihrt zum gleichen Ergebnis: [[xy?dydx =
2 3

fx 6

Beispiel: Berechne die Fliche eines Rechtecks mit den Seitenlidngen a entlang x und b
entlang y. Losung: Wir wihlen das Rechteck mit seinem linken unteren Eckpunkt in
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den Ursprung. Dann ist die Fliche:

/Oa/obdydx:/Oa[)’]gdxzb/oadx:b[x]g:ab. (6.31)

Vertauschen der Integrationsreihenfolge fiihrt zum gleichen Ergebnis.

Beispiel: Berechne die Fliche A eines Kreises mit Radius R. Losung: Wir betrachten
einen Viertelkreis mit Ursprung im Punkt (0,0) im ersten Quadranten, dh. x € [0, R| und
y € [0,V R? — x?]. Das folgende bestimmte Integral — die dafiir ndtige Stammfunktion
findet man mit Computerhilfe oder in Integraltabellen — liefert dann ein Viertel der
Kreisflache, dh. %:

A (R VR=Z R R
Z:/o /0 ldydx:/o [y]OVRz_xzdx:/O VR — 2 dx

R? R R? R?
= [g R?2 —x2 4 - arcsin ;C—e] 0= [O + > arcsin(1) —0— = arcsin(0)
TR?
= —. 6.32
1 ( )

In diesem Beispiel darf die Reihenfolge der Integrale nicht vertauscht werden, da die
Integrationsgrenzen nicht unabhéngig sind. Die innere Grenze hingt von der Integrati-
onsvariable des dufleren Integrals ab.

Koordinatentransformationen

Oft ist es hilfreich, die Symmetrie eines Problems zu beriicksichtigen und nicht in karte-
sischen Koordinaten zu bleiben. Das obige Problem der Kreisflache wird viel einfacher,
wenn wir zu Polarkoordinaten iibergehen:

X=rcoso, (6.33)
y=rsing@. (6.34)

Nun miissen wir noch das Flichenelement dA = dxdy transformieren. Dies funktioniert
wie folgt: Wir berechnen zuerst die sogenannte Jacobi-Matrix der ersten Ableitungen:

d(x,y) % g—é cosQ —rsing

sing rcos@

Und dann davon die Determinante:
detJ = rcos’> @+ rsin’Q =r. (6.36)
Das Flichenelement transformiert dann wie folgt:

dA = dxdy = |detJ|drdg = rdrde. (6.37)
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Abbildung 6.3: Links: In kartesischen Koordinaten ist das Flichenelement dA = dxdy (in der
Abbildung sind mit Ax und Ay nicht-infinitesimale Gréen gezeichnet). Rechts: In Polarkoordinaten
ist ein Flichenelement ein Rechteck, wobei die eine Seite durch dr gegeben ist und die andere
durch die Bogenlidnge rd¢. Das Flichenelement ist daher dA = rdrd¢. Bildquelle: hier.

Figur 6.3 veranschaulicht diese Transformation.

Beispiel: Berechne die Flache A eines Kreises K mit Radius R. Losung: In Polarkoordi-
naten konnen wir wie folgt integrieren:

2% /R 2w R2
A://dA:/ / rdrd(p:/ —do =m,R>. (6.38)
K o Jo 0o 2

Beispiel: Beweise, dass die GauB3-Verteilung (auch genannt: Normalverteilung oder
Gaulische Glockenkurve)

1 (x—p)?
P (6.39)

X)) =
o) = ——
eine normierte Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, dh. (i) sie ist iiberall nicht-negativ und
(i1) das Integral I iiber den ganzen Raum gleich 1 ist. Hier sind u € R der Mittelwert
und ¢ > 0 die Standardabweichung. Beweis: (1) Da die Exponentialfunktion iiberall
positiv ist, gilt f(x) > 0 fiir alle x € R. (ii) Wir definieren das gesuchte Integral

= 1 © _(p?
l:= / flx)dx= / e 2% dx. (6.40)
—oo 20 J—eo
Als erstes substituieren wir ¢ := x — it mit du = dx. Dies fiihrt zu
1 oo _M 1 u(oo):oo _i
I = / e 2’ dx= / e 20° du. (6.41)
270 J—o 270 Ju(—oo)=—oo

Die (endliche) Verschiebung um u spielt keine Rolle, da iiber alle reellen Zahlen
integriert wird. Wir konnen nun x := u substituieren und erhalten

0o 2
I= 21 / e 202 dx. (6.42)
TO J—oo


https://dmi.unibas.ch/fileadmin/user_upload/dmi/Personen/Zehrt_Christine/skript12_zehrt.pdf
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Dieses Integral ist vorerst nicht 10sbar. Aber mit folgendem Trick geht es. Wir berechnen
zunichst I2:

o) x2 2 oo x2 oo 2
= ( 21 / e 202 dx) = —21 / e 202 dx 21 / 67217 dy
TO J—oo TTO J—o O J—o

1 © o 2 2 1 © o _2ay?
= 2%62/ / e 2%e 22 dxdy= 27[62/ / e 22 dxdy. (6.43)

Da wir nun im zweidimensionalen Raum sind, konnen wir auf Polarkoordinaten wech-
seln, dh. [, [7, f(x,y)dxdy = [§ [ £(x(r, @), 3(r, @) rdrdg:

, 1 w2
I = 202 dd
27w2/0 /Oe rdrde

[~ 2
= — e 232 rdr. (6.44)
o2 Jo
) . 2. )
Wir substituieren u := —z— mit du = —-%; dr. Damit folgt:
20 (0

? ¢ (—o6?)du = —/ e du
0

h ? u(0)
=—[e"]y"=—-[0-1]=1. (6.45)
Nun ziehen wir die Wurzel und erhalten / = 1. Die Losung I = —1 ist ausgeschlossen,

weil die Funktion f(x) iiberall positiv ist. Also gilt / = 1. J

In drei Raum-Dimensionen sind Zylinder- und Kugelkoordinaten zwei hiufig verwen-
dete Koordinatensysteme. Untenstehend notieren wir die entsprechenden Koordinatentrans-
formationen samt Oberflichenelement dA und Volumenelement dV. Figur 6.4 illustriert
die beiden Transformationen.

Kugelkoordinaten (r > 0, 6 € [0, x[, ¢ € [0,2x[):

x=rsin0 cos @, (6.46)
y=rsinf sinQ, (6.47)
z=rcosf, (6.48)
dA = r?sin6dodo, (6.49)
dV = r*sin6drdo de. (6.50)

Zylinderkoordinaten (r > 0, ¢ € [0,27], z € R):

X =rcoso, (6.51)
y=rsing, (6.52)
=12z, (6.53)
dA =rdedz, (6.54)

dV =rdrdedz. (6.55)
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T

Abbildung 6.4: Links: In Kugelkoordinaten besteht das Volumenelement dV aus einem Quader
mit folgenden Kantenlingen: (i) die Anderung entlang r ist das Differential dr, (i) die Ande-
rung des Polarwinkels d@ fiihrt zur Bogenlinge rd#@, (iii) die Anderung des Azimuthalwinkels
do fiihrt zur Bogenlinge r sin 8 d¢, wobei der Faktor sin @ der Tatsache Rechnung trigt, dass
man in der Nihe der Pole kleinere Bogenlingen hat als am Aquator. Das Volumenelement ist
mithin dV = r?sin@drd@d¢. Das Flichenelement ist der innere Oberflichenteil des Quaders:
dA = r?sin 0 d6 d¢. Rechts: In Zylinderkoordinaten ist das Flichenelement dA = rd¢@dz und das
Volumenelement ist dV = rdrd¢dz. Bildquelle: Adaptiert von https://tikz.net/

Beispiel: Berechne das Volumen einer Kugel K mit Radius R. Losung: In Kugelkoordi-
naten erhalten wir

2 rm R R3 47 R3
VK:// dV:/ //rzsianrdBd(p:—[—cosO]an: dEi
K o Jo Jo 3 3

(6.56)

Beispiel: Berechne die Mantelflache eines Zylinders Z mit Radius R und Hohe H.
Losung: In Zylinderkoordinaten erhalten wir

H r2=n
Ay = // dA — / / Rd@dz = 2nRH. (6.57)
Z 0 0

Numerische Integration

Es kommt hiufig vor, dass Integrale nicht analytisch 16sbar sind. Wir betrachten im
folgenden zwei numerische Herangehensweisen, ndmlich Quadraturverfahren und Monte-
Carlo-Integration.

Quadraturverfahren

Bei der Integration durch Quadratur betrachtet man die zu integrierende Funktion f(x) an
n+ 1 Stiitzstellen a :=xp < x; <x < ... <X, =: b und approximiert das Integral durch


https://tikz.net/
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4
2 = e
O =<7

2 1 0 1 2
4
2
2N _ATT
-2 -1 0 1 2

Abbildung 6.5: Quadraturverfahren. Oben: Rechteck-Regel. Unten: Trapez-Regel. Die Funktion
f(x) (blau) wird durch Rechtecke bzw. Trapeze (rot) angenihert. Bildquelle: Wikipedia.

eine gewichtete Summe:
b n
I(f(x)):= / fx)dx = Q(f(x)):=(b—a) Zwif(xi) (6.58)
a i=0

Die Zahl n gibt den Grad der Quadraturformel an, und w; sind die Gewichte, die im
allgemeinen vom Abstand zu den benachbarten Stiitzstellen abhiingen.

Ein einfacher Fall ist die Rechteck-Regel (auch genannt: Mittelpunktsregel). Sie besteht
darin, die n+ 1 Stiitzstellen so zu wihlen, dass n dquidistante Intervalle entstehen, dh.
Xi—Xi_] =Ax = [% firi=1,2,...,n. In jedem Intervall [x;_,x;] approximiert man die
Fliiche durch das Rechteck, dessen obere Seite durch den Punkt (*=07% f(*=14)) oeht,
also durch den Funktionswert in der Mitte. Diese Fliche ist Ax f(==5 A ). Dann erhilt man

I—/f dx—/f dx+/f ydx+ .. +/ flx

I‘l

= Z AXZf(x—’ 1) (6.59)
X 1 i=1

Die Trapez-Regel nihert die Flidche in einem Intervall [x;_;,x;] durch ein Trapez an,
also durch die Flidche unter der Linie von (x;_1, f(x;—1) nach (x;, f(x;). Dies ergibt die
Approximation

I:/bf(x)dx ~ Axif(xil)2+f(xi). (6.60)
a i=1

Die Rechteck- und Trapezregel sind in Figur 6.5 veranschaulicht.

Es gibt Methoden, die deutlich besser konvergieren, also mit weniger Stiitzstellen
bessere Genauigkeit erreichen: Die Simpson-Regel legt im [x;_1,x;] eine Parabel durch die
drei Punkte (xi_1, f(Xi—1), (X f (Xm;) und (x;, f(x;), Wobei x,,, = “=L der Mittelpunkt
zwischen den beiden Stiitzstellen ist. Weitere Verfahren wie die Gaul3-Quadratur verwenden

speziell gewdhlte (nicht dquidistante) Stiitzstellen und Polynome hoherer Ordnung.
Quadraturverfahren konnen (mit entsprechendem Aufwand) auf mehrere Dimensionen
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verallgemeinert werden.

Monte-Carlo-Integration

Das nach dem Casino in Monte Carlo benannte Verfahren beruht darauf, n zufillige Punkte
X1,X2,...,X, gleichverteilt im Integrationsintervall zu ziehen und dann das Integral durch
das arithmetische Mittel der Funktionswerte an diesen Stellen anzunéhern:

n

Y fxi). 6.61)

i=1

- b—a

1) = [ 1w ~

n

Dieses Verfahren ist besonders gut auf hohere Dimensionen erweiterbar und funktioniert
dort oft besser als klassische Integrationsalgorithmen.






7.1

/. Differentialgleichungen

Differentialgleichungen sind Gleichungen, in denen eine Funktion in ihrer Ableitung bzw.
in mehreren ihrer hoheren Ableitungen vorkommt. Sie sind besonders relevant in Natur-
wissenschaft und Technik und beschreiben eine Vielzahl von natiirlichen oder designten
Prozessen. Konkret nehmen viele Naturgesetze die Gestalt von Differentialgleichungen an,
wie etwa das zweite Newtonsche Gesetz (Kraftgesetz) der klassischen Mechanik oder die
Schrodinger-Gleichung der Quantenmechanik.

Fiir manche Differentialgleichungen gibt es Losungsmethoden wie zB. Trennung der
Variablen (siehe unterhalb) oder mittels Laplace- oder Fourier-Transformation. In vielen
Fillen konnen Differentialgleichungen aber nicht explizit analytisch gelost werden und
man muss auf numerische Methoden zuriickgreifen.

Gewohnliche Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung, in der eine Funktion y(x) und deren Ableitungen nach nur
einer Variablen x vorkommen, nennt man gewohnliche Differentialgleichung. Gewohnliche
Differentialgleichungen haben die Form

F(x,y(x), (), (0. 7" (x)) = 0. (7.1)

Der hochste vorkommende Grad n der Ableitung gibt die Ordnung der Differentialglei-
chung an.

Beispiel: Die Gleichung
¥ (x) +2y (x) — y*(x) +sin(x) + ¢ =0 (7.2)

ist eine gewohnliche Differentialgleichung 3. Ordnung. Sie ist dariiber hinaus nicht-
linear, da das Quadrat von y vorkommt. Der Term sin(x) tut beziiglich Linearitit nichts
zur Sache, da sich die Linearitit nur auf die gesuchte Funktion y bezieht, nicht aber auf
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I die Variable x.

Anfangswertproblem

Anfangswertprobleme haben ihre Motivation in der Physik, wobei die gesuchte Funktion
y von der Zeit ¢ abhingig ist. Wir schreiben nun also y(¢), und nicht mehr y(x). Ein
Anfangswertproblem erster Ordnung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung mit
einer zusitzlichen Anfangsbedingung zum Zeitpunk # = 0:

Y(t) = f(t,y(r)), y(0)=yo. (7.3)

Wenn f stetig ist, erhalten wir die formale Losung mithilfe des ersten Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung wie folgt:

y(t) =yo+ /0 £ () dr. (7.4)

Im allgemeinen Fall ist dieses Integral aber nicht analytisch ausfiihrbar, weil die gesuchte
Funktion y(¢) im Integral vorkommt.

Ein Anfangswertproblem k-ter Ordnung kann in ein System von Anfangswertproble-
men erster Ordnung tiberfiihrt werden.

Beispiel: Der radioaktive Zerfall: Zu jedem Zeitpunkt ¢ gibt es von einem Material N(t)
Teilchen. Die Anderung der Teilchenzahl, dh. die erste Ableitung von N nach ¢, zu einem
Zeitpunkt ¢ ist abhéngig von der Zahl der zu ebendiesem Zeitpunkt noch vorhandenen
Teilchen. (Je mehr Teilchen es gibt, umso mehr zerfallen.) Zum Start-Zeitpunkt = 0
sind genau Ny Teilchen vorhanden. Der Prozess ist ein Anfangswertproblem erster
Ordnung:

N'(1) = = —AN(1), N(0)=N. (7.5)

Hier ist A die Zerfallskonstante, die vom Material abhéngt. Das Minuszeichen stellt
sicher, dass die Teilchenzahl abnimmt und nicht wichst. Die formale Losung

N(t) = No+ /0 (CA)N(E)dr! (7.6)

hilft uns nicht weiter, da die gesuchte Funktion im Integral auftaucht. Die Losung von
(7.5) erfolgt durch Trennung der Variablen — dh. in diesem Fall, dass alle N auf eine
Seite und alle ¢ auf die andere gebracht werden — und anschlieende Integration beider
Seiten:

N __a dr, (1.7)

N
dWN = —/ldt, (7.8)
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InN = —At+¢, (7.9)
N(t)=e Mo =ce (7.10)

Die Konstante ¢ kann man iiber die Anfangsbedingung finden: N(0) = ¢ = Ny. Das
fiihrt zur vollstindigen Losung des radioaktiven Zerfalls:

N(t) = Noe ™. (7.11)

Zum Zeitpunkt t = A sind noch No— dh. ~ 37 % der anfidnglichen Teilchen vorhanden.

Beispiel: Der freie Fall: Die auf einen Korper mit Masse m einwirkende Schwerkraft
F = mg mit g ~ 9.81ms~? der Schwerbeschleunigung an der Erdoberfliche ruft eine
Beschleunigung a hervor, wobei F' = ma gilt (zweites Newtonsches Gesetz). Betrachten
wir den eindimensionalen Fall, in dem der Ort eines Teilchens zu einem Zeitpunkt
t durch x(¢) gegeben ist, wobei die x-Achse zum Erdmittelpunkt zeigt. Die zeitliche

Ableitung des Orts ist die Geschwindigkeit v(z) = %;). Die Ableitung der Geschwin-
dv(t) d2x(t)
A T d?
gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung

digkeit ist die Beschleunigung a = . Der freie Fall hat somit die Form einer

d?x(1)
dr?

m =mg. (7.12)

Dies konnen wir in ein System aus zwei Gleichungen erster Ordnung umschreiben:

dv(z)
= 7.13
w % (7.13)
dx(z)
— =v(t). 7.14
o =) (7.14
Die erste Gleichung (7.13) kann direkt durch Integration (erster Hauptsatz) gelost
werden:
tdv(t! !
v(t) = vo+ Yj(t/)dt/:\/()—F/ gdt’ = vy +gt. (7.15)
0

Nun 16sen wir die zweite Gleichung (7.14) unter Verwendung der Losung (7.15). Aus
didaktischen Griinden verwenden wir nicht den ersten Hauptsatz sondern integrieren
hier erst nach Trennung der Variablen:

dx = v(t)dr, (7.16)
= (vo+gt)dt, (7.17)
/dx / vo+gt)dt, (7.18)
)—x0+v0t—|—1gt (7.19)

2
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Die beiden Integrationskonstanten v und xp sind die Geschwindigkeit bzw. der Ort
zum Zeitpunkt ¢t = 0, die man aus den Anfangsbedingungen erhilt: g—’;(O) =v(0) =
und x(0) = xo.

Beispiel: Der harmonische Oszillator bzw. das Federpendel: Eine Masse m ist an einer
Feder befestigt, die eine Kraft entgegen der Auslenkung x um die Null-Lage erzeugt.
Die Federkonstante k gibt die Steifigkeit der Feder an. Die gewohnliche Differential-
gleichung zweiter Ordnung ist

d?x(1)

m—- = —kx(t). (7.20)

Losen durch Trennung der Variablen und Integration ist hier nicht moglich. Diese
Gleichung wird iiber einen sogenannten Ansatz gelost, dh. man rit die Gestalt der
Losung mit offenen Parametern. Wir wissen, dass eine Feder zu einer Schwingung fiihrt.
AuBlerdem wissen wir, dass die zweifache Ableitung der Sinus-Funktion wieder die
(negative) Sinus-Funktion ergibt. Also vermuten wir die Losung

x(t) =Asin(0t+ @), (7.21)

wobei A die Amplitude, @ die Frequenz und ¢ eine Phasenverschiebung ist. Wir erhalten

die Ableitungen
dxd_(tt) =Awcos(wt+ @), (7.22)
d2x(t
d’;g ) sin(me ), (7.23)

Einsetzen in (7.20) fiihrt zu

—mA®? sin(w1 + @) = —kA sin(@1 + @). (7.24)

Diese Gleichung ist erfiillt fiir @ = \/% . Also war der Ansatz richtig. Die Konstanten A
und ¢ erhilt man aus der Anfangsposition x(0) und der Anfangsgeschwindigkeit %(0).

Partielle Differentialgleichungen

Fartielle Differentialgleichungen enthalten, wie der Name schon sagt, partielle Ableitungen.
Fiir lineare Gleichungen sind oftmals Losungen bekannt, nichtlineare miissen zumeist
numerisch gelost werden.

Beispiel: Die Wellengleichung: In einer rdumlichen Dimension wird das Verhalten einer
Welle mit der Amplitude u(x,#), wobei x die Raumkoordinate und ¢ die Zeit ist, durch
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eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben:

%u(x,t) 5 0%u(x,t)

8[2 c W (725)

Hier ist ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle. Die allgemeine Losung dieser
Wellengleichung ist

u(x,t) = f(x+ct)+g(x—ct), (7.26)

wobei f und g beliebige zweimal ableitbare Funktionen sind. Hier ist f(x+ ct) eine nach
links laufende und g(x — c¢r) eine nach rechts laufende Welle. Wir iiberpriifen/beweisen
die Losung:

%’;”) = cf'(x+ct)—cg(x—ct), (7:27)
FUSD) _ 2 pr(atct) 4 g et s
QL) _ P teet) + g/ (), (729
TS _ (et n) 4/ (x—er). (730

Beispiel: Die Wirmeleitungsgleichung: Die Entwicklung der Temperatur u(x,¢) an der
Stelle x und zum Zeitpunkt 7 in einem homogenen Medium mit der Temperaturleitfahig-
keit a wir durch eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben:

du(x,t) . d%u(x,t)

o1 o2 St

Wir benétigen also eine Funktion, deren einfache Ableitung nach ¢ bis auf eine Konstante
gleich ist der zweifachen Ableitung nach x. Wir machen daher den Ansatz

u(x,t) = % e_cé. (7.32)

Und bilden die Ableitungen:

8t - Zf

X2
Pux,) _ 2cexp(—ci)(t—2ex) (7.34)
ox?

du(x,t) _exp(_chz) (r—2cx?) (7.33)

~
(S]]

Mit ¢ = ﬁ ist die Wirmeleitungsgleichung erfiillt.
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Abbildung 7.1: Numerische Losung des Riuber-Beute-Modells mithilfe des verbesserten Euler-
Verfahrens mit Schrittweite 2 = 0.01. Anfangswerte: B(0) = 100, R(0) = 50. Modell-Parameter:
rg =1, fp =0.05, sg =0.75, rg = 0.01.

— B(t)
R(t)

1

30

=t
50
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Systeme von Differentialgleichungen

Wenn gleichzeitig mehrere Differentialgleichungen geldst werden miissen, spricht man
von einem Differentialgleichungssystem bzw. von gekoppelten Differentialgleichungen.

Beispiel: Das Rauber-Beute-Modell (Lotka-Volterra-Gleichungen): Es gibt eine Popu-
lation B(¢) von Beute-Lebewesen, wobei ¢ wieder die Zeit ist. Ihre Reproduktionsrate
ist rp. Die Fressrate pro Riduber und pro Beute-Lebewesen ist fp. Gleichzeitig gibt es
eine Population R(7) von Ridubern. Diese haben eine Reproduktionsrate rg pro Beute-
Lebewesen und Réiuber. Und eine Sterberate sg. Die beiden Populationen entwickeln
sich entsprechend dem folgenden System aus Differentialgleichungen:

dB

5 — BB fsRB, (7.35)
drR
== —srR+rg BR. (7.36)

Je mehr Beute-Lebewesen es gibt, umso besser konnen sich die Réduber vermehren. Aber
je mehr Riuber es gibt, umso mehr Beute-Lebewesen werden gefressen. Dies fiihrt zu
Oszillationen, wobei die Riuber zeitlich verzogert (dh. phasenverschoben) sind. Dieses
Modell bildet eine wesentliche Grundlage der theoretischen Biologie, insbesondere der
Populationsdynamik.

Das Réuber-Beute-Modell kann im allgemeinen nur numerisch gelost werden. Figur
7.1 zeigt die Losung fiir eine spezifische Wahl der Parameter.

Numerische Verfahren

Fiir Differentialgleichungen gibt es viele numerische Losungsmethoden. Wir konzentrieren
uns hier auf das sehr intuitive sogenannte (explizite) Euler-Verfahren, gefunden von
Leonhard Euler im Jahr 1768.
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Wir betrachten das Anfangswertproblem einer gewohnlichen Differentialgleichung
erster Ordnung:

dy

i f(t,y),  y(to) = yo. (7.37)

Nun wihlen wir eine Schrittweite 2 > 0 und damit die diskreten Zeitpunkte

th=to+kh, k=0,1,2.... (7.38)

Das Euler-Verfahren liefert den (anndhernden) Funktionswert y; | zum Zeitpunkt 7 |
aus dem Wert y; zur Zeit #;, durch die folgende rekursive Beziehung:

Vir1 =Yk +hf(te, i) (7.39)

Die Werte y; nihern die tatsdchlichen Werte y(#;) umso besser an, je kleiner die Schrittweite
h ist. Aber je kleiner £ ist, umso linger dauert es natiirlich, bis zu einer bestimmten Zeit zu
rechnen. Hergeleitet wird das Euler-Verfahren via Quadratur:

Tk+1

Y(tey1) = y(t) + f(t,y(r))dt

Ik
Uiyl
%ykJr/t f(te,yi) dt
k

= Vi +hf(te,yk) =2 Yir1- (7.40)

Dh. das Integral von #; nach #;, | wird ersetzt durch ein Rechteck mit der Breite 4 und der
Hohe f(t,yx), die dem Funktionswert am Intervall-Anfang bei #;, y; entspricht (linksseitige
Box-Regel). Der Approximationsfehler in jedem Schritt heiit Diskretisierungsfehler. Figur
7.2 veranschaulicht das Euler-Verfahren.

Den Diskretisierungsfehler des Euler-Verfahrens kann man deutlich verkleinern, indem
man von der linksseitigen Box-Regel zur Rechteckregel (Mittelpunktsregel) iibergeht,
also in der Quadratur den Funktionswert von f nicht am Intervall-Anfang sondern in der
Intervall-Mitte verwendet. Dies ergibt

Das verbesserte Euler-Verfahren: Fiir jeden Update-Schritt verwendet man ein Rechteck
mit der Breite &, aber mit der Hohe des Werts im Mittelpunkt des Intervalls. Um den
Mittelpunkt-Wert f(t; + %, Ve %) zu berechnen, schitzt man den Funktionswert y, . !

mithilfe des (normalen) Euler-Verfahrens mit Zeitschritt %:

Yi+1 :yk+hf(tk+%ayk+%) mit yk+% :)’k‘F%f(fk,)’k)- (7.41)

Falls wir zwei gekoppelte Differentialgleichungen haben der Form

dy

d_t = f(t7y7Z>7 y(t()) =)o, (742)
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\ (to. Yo)

Abbildung 7.2: Die ersten beiden Schritte des Euler-Verfahrens fiir die Differentialgleichung

g—f = f(z,y): Im Startpunkt (¢, yo) wird die Ableitung von y ermittelt und dann einen Schritt 4 in

diese Richtung gegangen zum Punkt (¢1,y;). Dies wird fiir alle weiteren Schritte entsprechend
wiederholt. Die tatsdchliche Funktion y(¢) (blau) wird durch das Euler-Verfahren (rot) approximiert.
Bildquelle: Wikipedia.

dz

a = g(t;y7z)7 Z(tO) = 20, (7.43)

dann liefert das Euler-Verfahren die Losungen

Vi1 =Yk + R f (te, Vi 2) s (7.44)
1 = 2k +h g(t, Vi, 2)- (7.45)

Und das verbesserte Euler-Verfahren fiithrt zu

Vert = e+ f(te+ 5 v+ 3ty 2) 2+ 5 gty 2), (7.46)
2ot = 2+ hg(te+ 2,6+ 8 f(te v ze) ze + 5 g (te, v 21).- (7.47)

Beispiel: Losen Sie das Rduber-Beute-Modell mittels verbessertem Euler-Verfahren und
reproduzieren Sie damit Figur 7.1. Losung: In den Ubungen.

Jenseits des verbesserten Euler-Verfahrens gibt es noch deutlich kompliziertere Me-
thoden, die noch kleinere Diskretisierungsfehler liefern, indem bei der Berechnung eines
Schritts mehrere zuvor berechnete Werte verwendet werden (Mehrschritt-Verfahren) oder
die Funktion an mehreren Stellen des Schrittintervalls einbezogen wird (Runge-Kutta-
Verfahren).



A. Formelsammliung

Die nachstehende Formelsammlung wird im Anhang der Klausur-Angaben abgedruckt
sein. Bei der Klausur selbst sind nur diese weiteren Materialien erlaubt: Papier, Stifte,
Radierer, Lineal. Insbesondere diirfen keine Skripten oder Biicher und keine technischen
Hilfsmittel (Laptop, Handy, Taschenrechner und @hnliches) verwendet werden.

Reelle und komplexe Zahlen

® Korperaxiome: Kommutativgesetze: a4+ b = b+ a und ab = ba, Assoziativgesetze: a+ (b+c¢) =
(a+b)+cunda(bc) = (ab)c, Distributivgesetz: a (b+ ¢) = ab+ ac, Existenz neutraler Elemente:
a+0=aunda-1 = a, Existenz inverser Elemente: a+ (—a) =0 und (fira #0:)a-a~' = 1.
® Umgekehrte Dreiecksungleichung und Dreiecksungleichung:
el =] < b= < el +
® Eulersche Formel: ¢!? = cos @ +ising@
® Wurzeln: Die Losungen von 7" = |c|e!? sind z; = {/c] exp(% +k%), k=0,1,2,...,n—1.

Folgen und Reihen

® Konvergenz: Die Folge (ay),cn konvergiert gegen a fiir n — oo falls
Ve >03IN, e NVn>Ng : |a, —a| < g,
® Monotonie-Kriterium: Eine monoton wachsende Folge (a,),cn konvergiert genau dann, wenn sie
nach oben beschrinkt ist.
® Cauchy-Kriterium: Eine Folge (a,),en heiBt Cauchy-Folge, wenn gilt
Ve > 03N, e NVn,m > Ng @ |a, —am| < €
Eine Folge konvergiert genau dann, wenn sie eine Cauchy-Folge ist. Eine Reihe konvergiert genau
dann, wenn ihre Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden.
® Nullfolgenkriterium: Wenn a; keine Nullfolge ist, dann divergiert die Reihe Y} ax.
® [ eibniz-Kriterium: Wenn a; eine Nullfolge ist, dann konvergiert die Reihe } '}, (—l)k ay.
® Vergleichskriterium: Gegeben Vk € N : 0 < gy < by. Majorantenkriterium: Wenn Y ;> bx konvergiert,
dann konvergiert ) °_; a;. Minorantenkriterium: Wenn )_;> ; ay divergiert, dann divergiert } 7, by.
® Quotientenkriterium: }';_, a; konvergiert (bzw. divergiert), wenn limy_,e, |a’;—:1| <1 (bzw. > 1).
® Wurzelkriterium: Y}, a; konvergiert (bzw. divergiert), wenn limsup,_,., \k/@ <1 (bzw. > 1).

® Potenzreihe: f(x) = ¥ axx*, Konvergenzradius: r =  mit L =limsup,_,., ¢/|a| oder lim_,.. | a’;:‘ |
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Stetigkeit

® Stetigkeit: f ist stetig in xo, falls fiir jede Nullfolge (4, ),en gilt: limy, e f (X0 +hn) = f(x0).
® Epsilon-Delta-Kriterium: f ist stetig in xo, falls Ve > 038 > 0: [x —xo| < 8 = |f(x) — f(x0)| < €.

Differentialrechnung

® Differenzierbarkeit: f ist differenzierbar in xo, falls fiir jede Nullfolge (h,),en der Grenzwert

limy 0 M’%W existiert.
® Produktregel: (fg) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g' (x)
® Quotientenregel: ( g)’ (x) = %)‘)‘?W
® Kettenregel: [g(f(x))]' =g ( ( ))f’(x)
® Umkehrregel: (f~!) (x) = (x))
°

Taylor-Reihe:
= £(n)
flx) = be ('xo) (x—xo)"

n:

® Gradient (in zwei Dimensionen):

M
Vf(mm):( If (o) )

8x2
® Hesse-Matrix (in zwei Dimensionen):

2f(x1 ;)  Af(x1x)

. ax% (9x1 (9)(2
Hb) =1 o2 n) 220 m)
dxpdxy ax%

Integralrechnung

® Partielle Integration: [ f(x) g(x)dx = f(x)g(x) — J f(x) g (x)dx
® Integration durch Substitution: [ f(g(x))g'(x)dx = [ f(u)dul, ()
® Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung:

F(x)= [ f(r)dt
2. [? f(x)dx=F(b)— F(a)

® Polarkoordinaten (r > 0, ¢ € [0,27[):
X=rcos@, y=rsin@
dA =rdrde
® Kugelkoordinaten (r > 0, 8 € [0, 7], ¢ € [0,27[):
x=rsin@ cos@, y=rsin6 sin@, z=rcosO
dA = 2sin0d0de, dV = r*sin0drdode
°

Zylinderkoordinaten (r > 0, @ € [0,27[, z € R):
X=rcosQ,y=rsinQ, z=z3
dA =rdedz, dV =rdrdedz
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